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Vorwort

Bei der Ausbreitung von Schadstoffen im Untergrund kommt dem mikrobiellen Abbau eine be-
sondere Bedeutung zu. Er tr¨agt wesentlich zum Selbstreinigungsverm¨ogen des Untergrunds (int-
rinsic bioremediation) bei, kann jedoch auch im Rahmen einer in-situ Sanierung in kontaminier-
ten Bereichen gezielt stimuliert werden (enhanced bioremediation). Beide Aspekte sind derzeit
Gegenstand weltweiter Forschungsbem¨uhungen und werden bereits in der Sanierungspraxis an-
gewendet.

Die Versuchseinrichtung zur Grundwasser- und AltlastensanierungVEGAShat die Entwicklung
neuer Verfahren zur Sicherung und in-situ Sanierung von kontaminierten Grundwasserleitern und
Altlasten zum Ziel. Im Rahmen des Forschungsprogramms wird am Institut f¨ur Wasserbau in
Kooperation mit dem Institut f¨ur Siedlungswasserbau das Verbundvorhaben ”Artificial AnAero-
bic Aquifer - A4” durchgeführt. Ziel dieses Vorhabens ist es, die optimalen Bedingungen f¨ur die
Stimulierung der vollst¨andigen Dechlorierung chlorierter Kohlenwasserstoffe in B¨oden im La-
bormaßstab zu ermitteln und ihre Anwendbarkeit in einem zweidimensionalen Modellaquifer mit
räumlich variablen hydraulischen Eigenschaften zu untersuchen. Hierbei werden die Wechsel-
wirkungen zwischen hydraulischen Eigenschaften eines Grundwasserleiters und der mikrobiellen
Aktivit ät systematisch untersucht. Dies betrifft sowohl die Abh¨angigkeit des mikrobiellen Ab-
baus von der Nachlieferung der beteiligten Substrate und damit von den Transporteigenschaften
des Untergrunds, als auch die R¨uckwirkung der mikrobiellen Prozesse auf das Str¨omungsregime
durch das Verstopfen von Poren mit Biomasse oder durch Gasbildung.

Diese generelle Zielsetzung erfordert sowohl experimentelle als auch numerische Untersuchun-
gen. Zur Interpretation und Integration der verschiedenen Experimente auf unterschiedlichen Ska-
lenebenen ist es unerl¨asslich, konzeptionelle Modelle zu entwickeln, die sowohl die str¨omungs-
mechanischen Ausbreitungs- und Transportaspekte als auch die mikrobiellen Abbau- und Umset-
zungsprozesse enthalten, und diese konzeptionellen Modelle in numerische Modelle zu integrie-
ren. Dies ist das Ziel der vorliegenden Arbeit. Sie liefert die konzeptionelle Basis und Klammer
für verschiedene chemische und mikrobiologische Laborversuche sowie die experimentellen Un-
tersuchungen an einem Großversuchsstand inVEGAS.

Als eine zentrale Erkenntnis haben die Berechnungen f¨ur das Modellsystem gezeigt, dass die
lokale Durchmischung gel¨oster Substanzen korrekt nachgebildet werden muss. Dieser Aspekt
wurde bisher in Modellen zum reaktiven Mehrkomponententransport nur unzureichend ber¨uck-
sichtigt, obwohl die mikrobielle Aktivit¨at im Untergrund stark von der lokalen Durchmischung
der Substrate abh¨angt und somit eine ungenaue Approximation dieser Prozesse zur Berechnung
verfälschter Reaktionsraten f¨uhren kann.

Die vorliegende Arbeit liefert einen herausragenden Beitrag zur aktuellen Frage der numeri-
schen Simulation reaktiver Substanzen im Grundwasser und zur Interpretation der Kopplung von
strömungsmechanischen und mikrobiellen Prozessen und ihren Wechselwirkungen.

Stuttgart, im Oktober 1997 Helmut Kobus
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die Arbeit nicht möglich gewesen. Dies gilt insbesondere f¨ur meinen Projekt-Kollegen Gerhard
Bisch. Den Doktorandinnen in der mikrobiologischen Arbeitsgruppe am Institut f¨ur Siedlungs-
wasserbau Silke Granzow, Claudia Windfuhr und Martina Eisenbeis, danke ich f¨ur die gute Zu-
sammenarbeit im Rahmen des Verbundprojektes.

Mein besonderer Dank gilt meinen Eltern, die mir mein Studium erm¨oglichten, sowie meiner
Freundin Angelika, die mich in den zur¨uckliegenden Jahren unterst¨utzt hat.

Olaf Cirpka

II



Inhaltsverzeichnis

Abbildungsverzeichnis IV

Tabellenverzeichnis XI
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5.7 Definition möglicher Gradienten f¨ur dasslope limiterVerfahren. . . . . . . . . . 46

5.8 Monotonie erhaltende Region zweiter Ordnung f¨ur dasslope limiterVerfahren. . 47
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die Belastung des Grundwassers mit organischen Schadstoffen und die damit verbundene Gef¨ahr-
dung bedeutender Trinkwassertessourcen stellt eine große Herausforderung an die Wasserwirt-
schaft dar. 1995 wurden im Gebiet der Bundesrepublik Deutschland 240 000 Altlastenverdachts-
flächen vermutet, wovon etwa 10% als sanierungsbed¨urftig eingesch¨atzt wurden [113]. Die Gr¨o-
ßenordnung dieser Sch¨atzung verdeutlicht die volkswirtschafliche Bedeutung der Boden- und
Grundwasserverunreinigungen.

Vor diesem Hintergrund ergibt sich ein Forschungsbedarf im Wesentlichen zu den folgenden bei-
den Fragen:

� Unter welchen Bedingungen geht von einem belasteten Standort tats¨achlich eine Gefahr
aus?

� Wie können Standorte, von denen nachweislich eine Gefahr ausgeht, kosteng¨unstig und
effizient gereinigt werden?

In diesem Zusammenhang kommt dem mikrobiellen Abbau von Schadstoffen im Untergrund
eine besondere Bedeutung zu. Einerseits leistet er einen wichtigen Beitrag zum Selbstreinigungs-
potential eines Bodens oder Grundwasserleiters (intrinsic bioremediation), andererseits kann er
gezielt zurin-situ Reinigung kontaminierter Bereiche stimuliert werden (enhanced bioremedia-
tion). Beide Aspekte sind gegenw¨artig Bestandteil intensiver Forschungsbem¨uhungen und haben
bereits Eingang in die Ingenieurpraxis gefunden [155, 10, 49, 112].

Untersuchungen zu mikrobiellen Schadstofftransformationen im Untergrund werden in unter-
schiedlichen Betrachtungsmaßst¨aben durchgef¨uhrt. So können Fragen zum mikrobiellen Abbau-
weg sowie zu Abh¨angigkeiten der Transformationsraten von Konzentrationen oder anderen Mi-
lieuparametern nur in definierten Laborsystemen gekl¨art werden. Die typische L¨angenskala in
diesen Systemen betr¨agt wenige Centimeter. Andererseits werden Erkundungen an Standorten in
einer Skala von zehn Metern bis zu mehreren Kilometern durchgef¨uhrt.

Eine Betrachtung im Technikums-Maßstab mit einer typischen L¨angenskala von wenigen Metern
kommt in der Grundwasser- und Altlastensanierung bei Pilotstudien in abgegrenzten Bereichen
von Schadensf¨allen zur Anwendung. Pilotstudien unterliegen stark den Unsicherheiten bei der
Erkundung der Standorte. In diesem Zusammenhang bietet dieVersuchseinrichtung zur Grund-
wasser- und Altlastensanierung (VEGAS)am Institut für Wasserbau der Universit¨at Stuttgart die
einmalige Möglichkeit, Technikumsversuche zurin-situSanierung von B¨oden und Grundwasser-
leitern unter definierten Bedingungen in Grundwasserversuchsst¨anden durchzuf¨uhren [114].

Die Übertragung von Laborergebnissen auf den Feldmaßstab sowie der quantitative Vergleich von
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Messergebnissen in unterschiedlichen Betrachtungsmaßst¨aben erfordern ein gemeinsames kon-
zeptionelles und mathematisches Modell f¨ur die Beschreibung der reaktiven Prozesse. Zus¨atzlich
muss das Modell die Str¨omung und den Stofftransport im Grundwasserleiter beschreiben.

Die sich hieraus ergebenden Modellgleichungen k¨onnen zumeist nur noch unter starken Ein-
schränkungen analytisch gel¨ost werden, sodass numerische Verfahren zur n¨aherungsweisen L¨o-
sung eingesetzt werden. Hierbei ist darauf zu achten, dass die unvermeidlichen Diskretisierungs-
fehler der eingesetzten numerischen Verfahren nicht zu qualitativen Verf¨alschungen der Ergeb-
nisse führen. In der vorliegenden Arbeit wird ein solches numerisches Modellsystem vorgestellt.

Bei der Entwicklung des numerischen Modells wurde insbesondere darauf geachtet, dass die
Durchmischung gel¨oster Substanzen korrekt nachgebildet werden kann. Dieser Aspekt wurde in
bestehenden Modellen zum reaktiven Mehrkomponententransport nicht ausreichend ber¨ucksich-
tigt, obwohl die mikrobielle Aktivität im Untergrund stark von der Durchmischung der Substrate
abhängt und eine ungenaue Approximation dieses Prozesses zu verf¨alschten berechneten Reakti-
onsraten f¨uhren kann.

1.2 Ziel der Arbeit

In einem Modell für den reaktiven Mehrkomponententransport werden Stoff¨ubergangsprozes-
se, abiotische Umsetzungen und mikrobielle Aktivit¨aten mit dem advektiv-dispersiven Transport
gekoppelt betrachtet. Der advektiv-dispersive Transport h¨angt seinerseits vom Str¨omungsfeld ab,
sodass eine modellhafte Beschreibung der Str¨omung in das Gesamtmodell eingeschlossen werden
muss. Die mathematische Formulierung der bearbeiteten Modellprobleme besteht aus gekoppel-
ten Systemen von partiellen Differentialgleichungen (PDG), gew¨ohnlichen Differentialgleichun-
gen (DGL) und algebraischen Gleichungen (AG).

Die Anwendung der Modelle in der Praxis wird durch die hohe Unsicherheit in der quantita-
tiven Beschreibung der Prozesse im Untergrund beeintr¨achtigt. Im Bereich der Hydraulik sind
die maßgeblichen Prozesse bekannt und k¨onnen mathematisch beschrieben werden. Unsicherhei-
ten bestehen lediglich in der Erfassung der r¨aumlichen Verteilung maßgeblicher Parameter wie
der hydraulischen Leitf¨ahigkeit. Im Bereich der reaktiven Prozesse ergeben sich jedoch bereits
Unsicherheiten in den zugrunde liegenden Modellkonzepten. Zum Teil ist nicht gekl¨art, welche
Teilprozesse und Einflussgr¨oßenüberhaupt wesentlich sind. Die experimentelleÜberprüfung ma-
thematischer Modellans¨atze ist nicht immer m¨oglich. Entsprechend bestehen h¨aufig nur unzurei-
chende Angaben f¨ur die einzusetzenden Modellparameter.

Vor diesem Hintergrund ist es verst¨andlich, dass sich viele Untersuchungen im Bereich der nu-
merischen Simulation des reaktiven Mehrkomponententransports auf die Identifizierung, Para-
metrisierung und quantitative Erfassung der reaktiven Prozesse konzentrieren, wobei oftmals
Standardmethoden f¨ur die Simulation des advektiv-dispersiven Transports und f¨ur die Kopp-
lung zwischen Transport und reaktiven Prozessen Anwendung finden (z.B. Standard-FEM in
[204, 69, 128, 71, 185, 26] oderupstreamgewichtete FVM in [111, 130, 106]). Es muss je-
doch darauf hingewiesen werden, dass die Ergebnisse numerischer Simulationen zum Teil von
der Wahl der numerischen Methoden abh¨angen. Wenn numerische Fehler wie z.B. die k¨unstliche
Diffusion als solche nicht erkannt werden, k¨onnen sie als scheinbarer Effekt eines physikalischen
oder (bio)chemischen Prozesses fehlgedeutet werden.
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In den zurückliegenden Jahren wurden zahlreiche verbesserte Methoden f¨ur die Simulation des
konservativen Stofftransports entwickelt (z.B. dieModified Method of Characteristics (MMOC)
[27], die Flux-Corrected Transport (FCT)Methode [13], dieslope limiterMethoden [191], die
flux limiter Methoden [122], dieEssentially Non-Oscillatory (ENO)Methode [84, 20], die Me-
thode derOptimal Test Functions (OTF)[21], dieEulerian Lagrangian Localized Adjoint Method
(ELLAM) [23], dieGalerkin Least Square (GLS)Methode mitDiscontinuity Capturing (DC) Ope-
rator [100]). Hierbei stand der advektionsdominierte Transport im Vordergrund, da die bestehen-
den Standardmethoden f¨ur diese Problemklasse entweder zu Ergebnissen mit starker numerischer
Diffusion oder zu oszillierenden L¨osungen in der N¨ahe von Diskontinuit¨aten führen.

Einiger dieser verbesserten Methoden wurden bereits auf reaktive Transportprobleme angewen-
det (z.B. die Methode derOTF in [109], dieMMOC Methode in [76, 197], sowie dieflux limiter
Methode in [157]). Die Vorteile dieser Methoden wurden jedoch zumeist anhand konservativer
Transportprobleme aufgezeigt und gelten zum Teil bei einer Anwendung in gekoppelten Schema-
ta nur noch beschr¨ankt.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Anforderungen an die Bestandteile eines numerischen
Modells für die Grundwasserstr¨omung und den reaktiven Mehrkomponententransport zu iden-
tifizieren sowie verschiedene L¨osungsans¨atze zur Simulation des Transports und zur Kopplung
zwischen dem Transport und den reaktiven Prozessen zu entwickeln und zu vergleichen.

Grundsätzliche Unterschiede zwischen dem reaktiven und dem konservativen Stofftransport so-
wie zwischen dem reaktiven Transport und reaktiven Prozessen in durchmischten Systemen wer-
den anhand von Beispielen dargelegt. Die Auswirkung der r¨aumlichen Variabilität hydraulischer
Parameter auf den reaktiven Transport soll gezeigt werden. Abschließend werden die entwickel-
ten Methoden zur Vorhersage eines Experiments zur Stimulierung der mikrobiellen Aktivit¨at in
dem oben genannten Grundwasserversuchsstand eingesetzt.

In der vorliegenden Arbeit erfolgt eine vergleichsweise einfache Beschreibung der reaktiver Pro-
zesse. In anderen Arbeiten werden z.T. detailliertere Modelle vorgestellt, die z.B. den Stoff¨uber-
gang zwischen der w¨assrigen und einer organischen Fl¨ussigphase [130], den Transport von Mi-
kroorganismen [185], die Konkurrenz unterschiedlicher Elektronenakzeptoren [111, 121] sowie
abiotische Umsetzungen [106] beinhalten. Die zugeh¨origen Gleichungssysteme, die diese Pro-
zesse beschreiben, k¨onnen grunds¨atzlich in die Modelle, die in dieser Arbeit vorgestellt werden,
aufgenommen werden. Die Schwerpunkte der vorliegenden Arbeit sollen jedoch einerseits in
der Auswahl und Beurteilung der numerischen Methoden und andererseits in der Beschreibung
grundlegender Wechselwirkungen zwischen dem Stofftransport und der mikrobiellen Aktivit¨at im
Untergrund liegen.



Kapitel 2

Konzeptionelle Modelle

2.1 Mikrobielle Aktivit ät im Untergrund

2.1.1 Grundlegende Annahmen

Im Folgenden werden chemische Umwandlungen betrachtet, die von Mikroorganismen kataly-
siert werden. Typischerweise handelt es sich um Redox-Reaktionen, in denen ein Elektronenak-
zeptor reduziert und ein Elektronendonator oxidiert wird. Die meisten mikrobiellen Umsetzungen
sind exergonisch, d.h. die Reaktion l¨auft thermodynamisch betrachtet ”freiwillig” ab, und es wird
Energie (genau genommen freie Enthalpie) freigesetzt. Wenn diese Energie von den Organismen
genutzt werden kann, spricht man von metabolischen Abbauprozessen. Bei cometabolischen Ab-
bauprozessen hingegen kann die freigesetzte Energie nicht von den Organismen genutzt werden.
Die Organismen m¨ussen in diesem Fall andere metabolische Prozesse durchf¨uhren, aus der sie
ihre Energie beziehen. Das heißt, f¨ur die Stimulierung cometabolischer Abbauprozesse ist auch
eine Stimulierung metabolischer Prozesse, die mit dem eigentlichen Abbau nicht direkt zusam-
menhängen, notwendig. Bei der Stimulierung metabolischer Prozesse k¨onnen zwar Nebenreak-
tionen notwendig sein, sie spielen jedoch eine viel geringere Rolle als im cometabolischen Fall.

Das mikrobielle Wachstum erfordert neben einem Elektronenakzeptor und einem Elektronendo-
nator als Energiequelle auch eine prim¨are Kohlenstoffquelle zum Aufbau der Biomasse. Viele
organische Schadstoffe dienen beim aeroben Abbau sowohl als Elektronendonator als auch als
primäre C-Quelle.

In der natürlichen Umwelt sind f¨ur gewöhnlich Mikroorganismen unterschiedlicher Spezies mit-
einder vergesellschaftet. Derartige Mischpopulationen k¨onnen durch Zusammenfassung von Or-
ganismengruppen mit einem ¨ahnlichen Matabolismus wie den Nitrifizierern, Methanogenen, Ace-
togenen, Denitrifizierern usw. beschrieben werden. Eindeutige Ergebnisse bei der Ermittlung von
Abbauwegen und Abbaukinetiken k¨onnen jedoch am besten anhand von Reinulturen unter defi-
nierten Bedingungen im Labor ermittelt werden. DieÜbertragung von Parametern, die mit Hilfe
solcher Reinkulturen ermittelt wurden, auf Feldbedingungen wird jedoch generell kritisch be-
wertet [129]. Die funktionalen Zusammenh¨ange zwischen Konzentrationen und Umsetzungsra-
ten sind bei Mischkulturen von der Zusammensetzung der Kulturen, die sich ihrerseits zeitlich
verändern können, abh¨angig. Bei komplexeren Abbauwegen k¨onnen einzelne Schritte des Abbaus
von unterschiedlichen Organismen, die selber eventuell zu unterschiedlichen Metabolismen f¨ahig
sind, durchgef¨uhrt werden. Die komplexen Wechselwirkungen zwischen den beteiligten Organis-
men sind meist nicht im Detail bekannt. In der Regel werden sie deshalb bei einer modellhaften
Beschreibung vereinfacht zusammengefasst. Dies kann die Qualit¨at von Modellvorhersagen ein-
schränken.

Mikrobielle Umsetzungen basieren auf einer Abfolge unterschiedlicher Prozesse in den Orga-
nismen wie der Aufnahme der Substrate, der Aktivierung von Enzymen, derÜbertragung von
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Zwischenprodukten zwischen den spezifischen reaktiven Zentren, der Abgabe der Endprodukte
usw. [165]. Für die Kinetik der Umsetzungen sind die langsamsten Schritte entscheidend. In den
meisten F¨allen ist es nicht m¨oglich, alle Schritte des Abbaus in einem Modell explizit zu ber¨uck-
sichtigen. Der am h¨aufigsten verwendete Ansatz f¨ur die Kinetik mikrobieller Umsetzungen beruht
auf einer auf ganze Organismen ¨ubertragenen Kinetik einzelner Enzyme wie der MICHAELIS-
MENTEN-Kinetik.

Mikrobielle Umsetzungen sind typische Beispiele f¨ur heterogene Reaktionen, die einen Stoff¨uber-
gang zwischen unterschiedlichen Phasen beinhalten [110]. Die mikrobielle Biomasse haftet zum
größten Teil an der Oberfl¨ache der Feststoffmatrix an. Sie kann als kontinuierlicher Biofilm [159],
als Mikrokolonien bestimmten Durchmessers und bestimmter Dicke [137] oder als nicht n¨aher
spezifizierte Biophase [111] beschrieben werden. Auf der Grundlage dieser modellhaften geome-
trischen Anordnungen der Biomasse k¨onnen unterschiedliche Ans¨atze zur Stoff¨ubergangskinetik
formuliert werden. Das Biophasen-Modell erm¨oglicht ausschließlich die Ber¨ucksichtigung eines
Austausches erster Ordnung, da keine Annahmen zur Geometrie getroffen werden. Wird eine
solche Austauschkinetik erster Ordnung angenommen, so f¨uhren die unterschiedlichen Modell-
konzepte zu identischen mathematischen Formulierungen [8]. Wird hingegen die Diffusion durch
die Biomasse r¨aumlich aufgel¨ost betrachtet, wie dies bei einigen Modellen f¨ur Bioreaktoren der
Fall ist [157], führt ein Mikrokolonie-Modell zu abweichenden Ergebnissen gegen¨uber einem
Biofilmmodell. Der einfachste Ansatz besteht darin, die Kinetik des Stoff¨ubergangs zwischen der
wässrigen Phase und der Biomasse g¨anzlich zu vernachl¨assigen. Dies wurde in der vorliegenden
Arbeit vorgenommen.

Wie bereits ausge¨uhrt wurde, haftet der gr¨oßte Teil der Biomasse an den Oberfl¨achen der Fest-
stoffmatrix an. Ein gewisser Anteil der Biomasse kann jedoch in suspendierter Form vorliegen.
In den zurückliegenden Jahren wurden verschiedene Modelle zum Transport der Biomasse in
porösen Medien entwickelt. Sie reichen von einer einfachen linearen Verteilung zwischen immo-
biler und suspendierter Biomasse [43] im Gleichgewicht ¨uber Ansätze, die an Sorptionskinetiken
angelehnt wurden [124, 183, 156], bis zu komplexen Modellen, die die Anhaftung und den Ab-
trag der Biomasse durch die Scherbeanspruchung explizit ber¨ucksichtigen [185]. Neuste Unter-
suchungen befassen sich neben dem advektiv-dispersiven Transport der Biomasse auch mit der
Eigenbewegungen der Mikroben, die sich aktiv gegen einen Konzentrationsgradienten bewegen
können [195]. Derartige Aspekte werden in der vorliegenden Arbeit nicht ber¨ucksichtigt, da die
notwendigen Parameter f¨ur die aufgef¨uhrten Modelle nicht verf¨ugbar sind.

2.1.2 Mögliche Limitierungen für den mikrobiellen Abbau im Untergrund

Um einen Schadstoff im Untergrund mikrobiell abzubauen, m¨ussen folgende Bedingungen erf¨ullt
sein [10]:

� Es müssen Mikroorganismen oder zumindest deren Sporen vorhanden sein, die zu einem
metabolischen oder cometabolischen Abbau des Stoffes in der Lage sind.

� Alle notwendigen Substrate, also der Elektronenakzeptor, der Elektronendonator und die
primäre Kohlenstoffe m¨ussen gleichzeitig f¨ur die Biomasse verf¨ugbar sein. Dies setzt eine
Durchmischung der Substrate in der w¨assrigen Phase voraus.
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� Nährstoffe wie Stickstoff und Phosphor sowie Mikron¨ahrstoffe wie bestimmte Spurenele-
mente m¨ussen in ausreichenden Konzentrationen und in mikrobiell verf¨ugbarer Form vor-
liegen.

� Es dürfen keine toxischen Einfl¨usse, etwa durch Nebenkontaminanten, bestehen.

� Das chemische Milieu (pH-Wert, Redox-Potential, Salinit¨at) sowie physikalische Gr¨oßen
wie die Temperatur und der Druck m¨ussen innerhalb bestimmter Bereiche liegen.

In der vorliegenden Arbeit soll insbesondere auf die zweite Anforderung verst¨arkt eingegangen
werden. Eine zentrale Hypothese der Arbeit lautet:

Der mikrobielle Abbau von Schadstoffen in Grundwasserleitern wird im Vergleich zu vollständig
durchmischten Systemen durch die mangelnde Durchmischung der Substrate wesentlich beein-
trächtigt.

Hierbei hängt die Durchmischung der Substrate im Grundwasser stark von hydraulischen Eigen-
schaften des Grundwasserleiters und den hydraulischen Randbedingungen ab.

2.2 Berücksichtigung von Aquifer-Heterogeniẗaten

Natürliche Grundwasserleiter zeichnen sich durch eine hohe r¨aumliche Variabilität sowohl ih-
rer hydraulischen als auch chemischen Eigenschaften aus. Dies ist auf die petrographische Un-
gleichförmigkeit der Gesteine hinsichtlich ihrer Korngr¨oßenverteilung und ihrer mineralischen
Zusammensetzung zur¨uckzuführen [118].

Die Strömung in den einzelnen Poren kann bei grundwassertypischen Fließgeschwindigkeiten
mit dem STOKES-Gesetz beschrieben werden. Allerdings weisen die einzelnen Poren sehr unre-
gelmäßige Querschnitte auf und sind ungleichm¨aßig miteinander verkn¨upft, sodass eine korrekte
Beschreibung der Str¨omung auf der Porenskala kaum m¨oglich ist. Dies ist für die meisten Frage-
stellungen auch nicht notwendig. F¨ur gewöhnlich wird eine Mittelung ¨uber mindestens mehrere
hundert Poren vorgenommen. Diesesrepräsentative Elementarvolumen(REV) stellt das Mitte-
lungsvolumen dar, anhand dessen die Bilanzgleichungen und konstitutiven Beziehungen aufge-
stellt werden [9]. So gelten das DARCY’sche Filtergesetz zur Beschreibung des Str¨omungswider-
standes (Gl. 3.1.2) und die Transportgleichung (Gl. 3.2.9) f¨ur das REV, Aussagen f¨ur kleinere
Raumskalen k¨onnen mit diesen Gesetzen nicht getroffen werden.

Die Annahme eines REV ist durchaus kritisch zu beurteilen, da in dem betrachten Maßstab (weni-
ge Zentimeter) bei den meisten nat¨urlichen Grundwasserleitern keine homogene Kornzusammen-
setzung vorliegt. Die f¨ur die Grundwassernutzung besonders wichtigen Porengrundwasserleiter
bestehen zumeist aus sediment¨aren Ablagerungen, die in diesem Maßstab gradierte Schichtungen
aufweisen. Das Problem kann durch die Wahl eines gr¨oßeren REV grunds¨atzlich nicht umgangen
werden, da in praktisch allen Skalen Ungleichf¨ormigkeiten wie Rippelmarken, Kreuzlagerun-
gen, Dünen, Schuttf¨acher, Mäander usw. auftreten [187]. Neben den genannten sedimentations-
bedingten Strukturen entstehen Heterogenit¨aten auch aufgrund diagenetischer und tektonischer
Einflüsse. Sie sind keineswegs auf Sedimentgesteine oder Porengrundwasserleiter beschr¨ankt.

Die Berücksichtigung der r¨aumlichen Variabilität von Grundwasserleitern bei der quantitativen
Beschreibung von Str¨omungs- und Transportprozessen stellt ein aktives Feld der gegenw¨artigen
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Geohydrologie dar [51]. Hierbei werden entweder heterogene Strukturen in der Modellformulie-
rung explizit ber¨ucksichtigt, oder es wird versucht, f¨ur ein größeres Mittelungsvolumen skalen-
bedingteeffektiveGesetzm¨aßigkeiten zu ermitteln. Die Herleitung der effektiven Parameter aus
der kleinräumigen Verteilung der Aquifereigenschaften wird alsupscalingbezeichnet.

Im Folgenden sollen zun¨achst Ans¨atze zur Beschreibung der r¨aumlichen Variabilität vorgestellt
werden. In diesem Zusammenhang steht weniger die geologische Interpretation im Vordergrund
als die Bereitstellung eines Eingabesatzes f¨ur ein Grundwasserstr¨omungs- und -transportmodell.
Anschließend werden einige der gebr¨auchlichsten Homogenisierungsans¨atze für den Transport
gelöster Stoffe im Untergrund behandelt.

2.2.1 Beschreibung der r̈aumlichen Verteilung von Aquifereigenschaften

In der Modellierung der regionalen Grundwasserstr¨omung ist es ¨ublich, die für die Hydraulik
wichtigsten stratigraphischen Einheiten zusammenzufassen und als durchg¨angige Schichten ho-
mogener Durchl¨assigkeit in das Modell einzusetzen. Zus¨atzlich werden Verwerfungen, die zu
einem Versatz der Schichten f¨uhren, ber¨ucksichtigt. Kann ein solches Modell nicht zufriedenstel-
lend kalibriert werden, wird das Gebiet h¨aufig in Teilgebiete unterteilt, f¨ur die jeweils eine eigene
homogene Durchl¨assigkeit angenommen wird. Dieses Vorgehen wird in [118] alsZonierungbe-
zeichnet.

In der Ingenieurpraxis haben sich Schichten- und Zonierungsmodelle f¨ur die Vorhersage von
Grundwasserabsenkungen im Zuge von Bewirtschaftungsmaßnahmen bew¨ahrt [178, 90]. Es muss
allerdings darauf hingewiesen werden, dass sich die kleinr¨aumige Variabilität der Durchlässigkeit
stärker auf die Lage und vor allem die Ankunftszeit von Schadstofffahnen auswirkt als auf die
Grundwasserst¨ande.

Häufig liegen Schichten niedriger Durchl¨assigkeit nicht durchg¨angig vor. Die sich hieraus erge-
benden bevorzugten Wegsamkeiten zur vertikalen Verlagerung von Schadstoffen werden durch
Schichtenmodelle nicht wiedergegeben. Ferner k¨onnen horizontal zusammenh¨angende schmale
Bänder h¨oherer Durchl¨assigkeit, wie sie in fluviatilen Ablagerungen auftreten, mit Zonierungs-
ansätzen nicht beschrieben werden. Solche Strukturen bestimmen jedoch die Erstankunftszeit von
Schadstofffahnen [118].

Vor allen Dingen setzen Schichten- und Zonierungsmodelle bereits eine Homogenisierung klein-
räumiger Heterogenit¨aten voraus. Zur Herleitung analytischer L¨osungen wurden diese kleinr¨aumi-
gen Strukturen als rechteckige Bl¨ocke, Kugeln, Ellipsoide oder Zylinder beschrieben (siehe hierzu
z.B. [179, 162, 115]). Alternativ hierzu wurden auch Ans¨atze mit einer sinusf¨ormigen Variation
der Durchlässigkeit formuliert [29].

Die Verwendung solcher geometrisch einfachen Strukturen erm¨oglicht zwar die Herleitung ana-
lytischer Lösungen f¨ur Strömungs- und Transportprobleme. Sie entsprechen aber nicht den Struk-
turen im nat¨urlichen Untergrund. Entsprechend m¨ussen die geometrischen Parameter durch eine
Eichung von Durchbruchskurven ermittelt werden. Geologische Informationen, die z.B. aus Auf-
schlüssen vorliegen, k¨onnen nicht direkt verwendet werden.

In neueren Geometrisierungsans¨atzen werden typische Strukturen, wie sie sedimentationsbedingt
entstehen, mit stochastischen Verfahren in einem Modell angeordnet, das anschließend f¨ur eine
Strömungs- und Transportsimulation verwendet werden kann [45, 163]. Der Vorteil solcher Ver-
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fahren besteht in der Erzeugung geologisch realistischer Formen und Strukturen. Sie lassen sich
jedoch bisher nicht konditionieren, d.h. gemessene lokale Werte etwa der Durchl¨assigkeit können
nicht berücksichtigt werden [118].

In den zurückliegenden Jahren haben geostatistische Methoden auf der Grundlage einer GAUSS-
Verteilung der betrachteten Untergrundeigenschaft vielfach Verwendung gefunden (siehe z.B. ei-
ne Anwendungen zum regionalen Transport von Agrochemikalien in [65]). F¨ur die betrachte-
te Untergrundeigenschaft wird eine Normalverteilung bzw. log-Normalverteilung vorausgesetzt.
Ferner wird mit Hilfe der Variogrammfunktion ein Zusammenhang zwischen dem Abstand zweier
Punkte und der Varianz der betrachteten Untergrundeigenschaft hergestellt [54]. Unter der Annah-
me, dass sich der Mittelwert und die Standardabweichung der Verteilung sowie die Variogramm-
funktion im Gebiet nicht ¨andern (statistische Homogenit¨at), kann eine Interpolation zwischen
gemessenen Werten vorgenommen werden, die die niedrigste lineare Sch¨atzvarianz aufweist (kri-
ging). Die geostatistischen Parameter k¨onnen auch benutzt werden, um eine beliebige Anzahl
von Realisationen der r¨aumlichen Verteilung zu erzeugen, die diesen Parameters¨atzen entspre-
chen. Hierbei k¨onnen gemessene lokale Werte zur Konditionierung eingesetzt werden [54].

Die Variogrammfunktion kann in unterschiedliche Raumrichtungen variieren, sodass eine aniso-
trope Verteilung erzeugt werden kann. Charakteristische Formen der Strukturen k¨onnen jedoch
nicht erzwungen werden. Eine Korrelation unterschiedlicher Untergrundeigenschaften kann mit
Hilfe descokrigingvorgenommen werden [54].

Die log-Normalverteilung der hydraulischen Leitf¨ahigkeit unter Annahme eines exponentiellen
Variogramm-Modells wurde zur stochastischen Analyse der Makrodispersion eingesetzt (siehe
Abschnitt 2.2.2). Zumindest f¨ur einige vereinfachte F¨alle (statistische Homogenit¨at, station¨are
Strömung, konservativer Transport) k¨onnen somit Richtlinien zumupscalingangegeben werden.

Die geostatistischen Methoden sind jedoch keineswegs unumstritten [118]. So wird die Annahme
der statistischen Homogenit¨at in Frage gestellt. In [118] wird empfohlen, zun¨achst große stratigra-
phische Einheiten zu ermitteln, f¨ur diese m¨ogliche Trends zu ermitteln und die Trends mit einer
geostatistischen Verteilung zu ¨uberlagern. Ein solches Vorgehen erfordert jedoch die Ermittlung
der geostatistischen Parameter f¨ur jede abgetrennte stratigraphische Einheit.

Ein weiterer Kritikpunkt der beschriebenen geostatistischen Methoden betrifft die Annahme ei-
ner Normalverteilung bzw. einer auf eine Normalverteilung transformierbaren Verteilung wie der
log-Normalverteilung. F¨ur die Approximation geologischer Strukturen erscheint es sinnvoller,
das Vorhandensein bestimmter Faciestypen mit Hilfe der geostatistischen Realisation zu simu-
lieren. Dies kann mit Hilfe der Indikator-Variographie vorgenommen werden [54]. Hierbei sind
Variogramme f¨ur jede ber¨ucksichtigte Facies zu erstellen. Diese Indikator-Variogramme beschrei-
ben, wie groß die Wahrscheinlichkeit ist, dass an Punkt A die Facies X auftritt, wenn sie an
Punkt B auftritt und Punkt B einen bestimmten Abstand von A aufweist. Mit Hilfe der Indikator-
Variographie war es z.B. m¨oglich, die hydraulische Struktur des Porengrundwasserleiters auf der
Horkheimer Insel bei Heilbronn zu beschreiben [153].

Die bisher beschriebenen Variogramme weisen den Nachteil auf, dass sie typische Formen geolo-
gischer Strukturen kaum wiedergeben k¨onnen, da sie lediglich die Lage zweier Punkte zueinander
berücksichtigt. Indikator-Variogramme h¨oherer Ordnung, die mehrere Punkte ber¨ucksichtigen,
ermöglichen eine verbesserte Wiedergabe typischer Strukturen [82], sie reichen jedoch nicht an
die oben aufgef¨uhrten Geometrisierungsans¨atze heran, bei denen typische Strukturen direkt ein-
gesetzt werden [118].
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Einen wichtigen Aspekt f¨ur Transportberechnungen stellt die Konnektivit¨at insbesonderer hoch-
durchlässiger Strukturen dar. In [188] wird ein BOOL’scher Algorithmus zur Erzeugung von
Mäanderstrukturen in einem dreidimensionalen Modellgebiet verwendet. In [118] wird vorge-
schlagen, derartige Algorithmen mit anderen Verfahren zu kombinieren, um innerhalb der Struk-
turen die kleinräumigere Heterogenit¨at nachzubilden.

Aus geologischer Sicht erscheint es w¨unschenswert, die Strukturen im Modell durch Nachbil-
dung des Sedimentations- und Gesteinbildungsprozesses selbst zu erzeugen [117]. Da jedoch
ein solches Modell Zeitspannen von Jahrzehntausenden umfasst, muss es notgedrungen f¨ur die
Strömung und den Sedimenttransport relativ grobe Parametrisierungsans¨atze verwenden. Eine
Konditinierung anhand gemessener Profile ist nicht m¨oglich [118].

Zusammenfassend ist festzustellen, dass verschiedene Modellans¨atze zur Beschreibung der Hete-
rogenitäten im Untergrund bestehen. Mit diesen Modellen k¨onnen statistische Aussagen zur Ver-
teilung von Untergrundeigenschaften getroffen werden bzw. Realisationen erzeugt werden, die
diesen statistischen Parametern entsprechen. Die wahre Verteilung an einem konkreten Standort
bleibt jedoch im Detail weitgehend unbekannt. Die kleinr¨aumige Verteilung der Aquifermate-
rialien kann durch Messungen nicht direkt erfasst werden. Selbst die Ermittlung geostatistischer
Parameter erfordert eine derart hohe Anzahl von Punktmessungen, dass sie außerhalb von For-
schungsvorhaben kaum vorgenommen wird.

Die moderne Sedimentologie bem¨uht sich, realistische Nachbildungen von sediment¨aren Abla-
gerungen vorzunehmen, die f¨ur Grundwassermodelle genutzt werden k¨onnen [118]. Es bleibt
aber zu bemerken, dass gerade die kontaminierten Bereiche h¨aufig auch bez¨uglich der Unter-
grundstruktur anthropogen beeinflusst sind, z.B. durch Auff¨ullungen mit Bauschutt und Erd-
abfällen, Verlagerungen von Flussbetten, Gr¨undungen im Grundwasser usw.. Hierbei ist keines-
wegs gew¨ahrleistet, dass aufgrund von Pl¨anen eine Absch¨atzung der hydraulischen Untergrundei-
genschaften vorgenommen werden kann. Insofern umfasst die Unsicherheit in der Beschreibung
des Untergrundes nicht nur das nat¨urliche Gestein sondern auch die menschlichen Einfl¨usse.

2.2.2 Modellans̈atze für die Makrodispersion

Wie bereits angemerkt wurde, wirken sich kleinr¨aumige Heterogenit¨aten nur schwach auf die
Piezometerh¨ohen aus. Dies ist auf den elliptischen bzw. parabolischen Typ der maßgeblichen
Differentialgleichung zur¨uckzuführen, der einen Ausgleich von Diskontinuit¨aten bewirkt. Um-
so stärker werden die lokalen Fließgeschwindigkeiten durch die kleinr¨aumigen Heterogenit¨aten
beeinflusst.

Für die Bestimmung von Piezometerh¨ohen kann die kleinr¨aumige Variabilität der hydraulischen
Leitfähigkeit mittels einfacher Mittelungsgesetze homogenisiert werden. F¨ur eine Str¨omung senk-
recht zu einer Schichtung muss die harmonische Mittelung verwendet werden (siehe hierzu (Gl.
5.1.12)-(Gl. 5.1.14) in Abschnitt 5.1.2), f¨ur eine Str¨omung parallel zur Schichtung die arithmetri-
sche. Eine log-normale Verteilung der hydraulischen Leitf¨ahigkeit führt zur geometrischen Mitte-
lung. Genauereupscaling-Konzepte aufgrund der stochastischen Analyse sind [51, 103, 104, 102]
zu entnehmen.

Der Transport gel¨oster Stoffe h¨angt direkt von den Fließgeschwindigkeiten ab und wird damit
von kleinräumigen Ver¨anderungen der hydraulischen Leitf¨ahigkeit stark beeinflusst. Die hohe
Variabilität der lokalen Fließgeschwindigkeit f¨uhrt zum Ausfransen einer Schadstofffahne, da
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die Schadstofffront in Bereichen h¨oherer Durchl¨assigkeit vorauseilt und in Bereichen niedrigerer
Durchlässigkeit ”nachhinkt”. Da die h¨oher durchlässigen Bereiche die Str¨omung fokussieren,
findet auch ein - wenngleich im Vergleich zur Richtung l¨angs zur Str¨omung abgeschw¨achtes -
Ausfransen in Querrichtung statt.

Eine Voraussage ¨uber die genaue Gestalt einer Schadstofffahne ist nur m¨oglich, wenn das Str¨o-
mungsfeld genau bekannt ist, d.h. wenn die kleinr¨aumige Variabilität der hydraulischen Leitf¨ahig-
keit exakt erfasst wurde. Dies ist unter praktischen Gesichtspunkten nie m¨oglich. Für die meisten
Fragestellungen ist eine genaue lokale Beschreibung allerdings auch nicht notwendig. So interes-
siert etwa für den Schutz eines Trinkwasserbrunnens die Durchbruchskurve im Brunnen, welche
ein integrales Maß ¨uber alle Stromr¨ohren, die im Brunnen enden, darstellt.

Eine statistische Beschreibung des advektiven Transports in heterogenen Grundwasserleitern um-
fasst das erste r¨aumliche Moment (= den Schwerpunkt einer Schadstofffahne), das zweite r¨aum-
liche Zentralmoment (= die Makrodispersivit¨at), sowie z.T. das dritte r¨aumliche Moment (= die
Schiefe). Alternativ hierzu k¨onnen auch zeitliche Momente von Durchbruchkurven betrachtet
werden [51].

Während das erste Moment direkt aus der mittleren Fließgeschwindigkeit abgeleitet werden kann,
beruhen das zweite und dritte Moment auf den Variationen der Geschwindigkeit im Raum. Im
Folgenden werden drei Ans¨atze für die Beschreibung des großr¨aumigen Transports vorgestellt:
das FICK’sche Makrodispersionsmodell, das Zwei-Bereiche-Modell und das Modell der stocha-
stischen Stromr¨ohren. Abb. 2.1 vedeutlicht die Prinzipien der Ans¨atze für eine eindimensionale
Homogenisierung. Die Modelle wurden f¨ur den konservativen Stofftransport entwickelt. In Ab-
schnitt 7.1 wirdüberprüft, inwieweit diese Ans¨atze für die Modellierung des Transports wechsel-
wirkender Substanzen verwendet werden k¨onnen.

FICK ’scher Makrodispersionsansatz

Der FICK’sche Makrodispersionsansatz beruht auf der Hypothese, dass die Ungleichf¨ormigkeit
einer Schadstofffahne aufgrund der Heterogenit¨at des Grundwasserleiters mit demselben Gesetz
beschrieben werden kann wie die porenraumbedingte Dispersion [9, 67], d.h. durch einen zur Ab-
standsgeschwindigkeit proportionalen Diffusionskoeffizienten, der in Str¨omungsrichtung einen
höheren Betrag annimmt als senkrecht dazu [164].

Die Annahme einer FICK’schen Gesetzm¨aßigkeit erscheint zun¨achst sinnvoll, da die Makrodi-
spersion im Grundsatz durch denselben Effekt erzeugt wird wie die porenraumbedingte Dispersi-
on, nämlich durch die r¨aumliche Variabilität der Geschwindigkeit.

Unter der Annahme einer konstanten Makrodispersivit¨at nimmt das zweite r¨aumliche Zentralmo-
ment proportional mit dem Fließweg zu. In zahlreichen Feldstudien wurde jedoch eine zun¨achst
überproportionale Zunahme festgestellt, was einer mit dem Fließweg anwachsenden Dispersi-
vität entsprechen w¨urde (siehe z.B. die kritischëUbersichtüber Feldexperimnte in [75]). Bei
ausreichend langem Fließweg wird schließlich eine konstante Dispersivit¨at erreicht (ergodischer
Bereich).

Mit Hilfe der stochastischen Analyse l¨asst sich die fließwegabh¨angige Dispersivit¨at und der asymp-
totische Endwert zumindest f¨ur bestimmte F¨alle aus der geostatischen Verteilung der hydrauli-
schen Leitfähigkeit ableiten [50, 52]. Wird eine somit ermittelte Dispersivit¨at in ein numerisches
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(c) Zwei-Bereiche Ansatz

(d) Stochastisches Stromröhren-Modell

(a) Tatsächliche Konzentrationsverteilung

(b) Makrodispersionsmodell

Abb. 2.1: Veranschaulichung der gew¨ahlten konzeptionellen Modelle f¨ur die
Makrodispersion.

Modell für den konservativen Stofftransport eingesetzt, kann die explizite Aufl¨osung kleinräumi-
ger Heterogenit¨aten in der Modellbeschreibung umgangen werden [151].

Der FICK’sche Makrodispersionsansatz f¨uhrt zu einer im Raum symmetrischen Verteilung einer
Schadstofffahne. Durchbruchskurven sind hingegen leicht asymetrisch.

Zwei-Bereiche- und Mehrkontinuum-Ansätze

Bei Mehrkontinuumsans¨atzen wird das por¨ose Medium modellhaft in zwei oder mehrere mitein-
ander verbundene Kontinua unterteilt, die unterschiedliche hydraulische Eigenschaften aufwei-
sen. Die Kontinua sind nicht r¨aumlich voneinander getrennt, vielmehr kann f¨ur jeden Raumpunkt
ein Wert in allen Kontinua angegeben werden. Zwischen den Kontinua findet ein Stoffaustausch
statt [6, 152].

Im allgemeinen Fall findet in allen Kontinua Str¨omung und Transport statt [6]. Damit eigent sich
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der Ansatz zur Homogenisierung von stark heterogenen Systemen wie gekl¨uftet-porösen Medien
(siehe z.B. eine Anwendung auf Karst-Grundwasserleiter in [119]).

Einen Spezialfall stellt der Zwei-Bereiche-Ansatz dar, bei dem f¨ur ein Kontinuum Immobilität des
Wassers angenommen wird und der Austausch zwischen der mobilen und immobilen Porosit¨at
durch einen Term erster Ordnung beschrieben wird [41, 190]. Dieses Modell wurde insbesondere
zur Beschreibung des kleinskaligen Transports entwickelt. Die immobile Porosit¨at soll z.B.dead-
end Poren und Aggregate beschreiben. Allerdings wird der Ansatz auch zur Homogenisierung
größerer Heterogenit¨aten empfohlen [18, 19].

Im Gegensatz zum FICK’schen Ansatz f¨uhrt der Zwei-Bereiche-Ansatz zu einer schiefen Vertei-
lung im Raum [180].

Stochastische Stromr̈ohren-Modelle

Das Prinzip der stochastische Stromr¨ohren-Modelle beruht darauf, f¨ur den Transport im he-
terogenen Medium unabh¨angige Stromr¨ohren anzunehmen, in denen ausschließlich advektiver
Transport stattfindet und die somit auch keinen Queraustausch zulassen. Die genaue Lage der
Stromröhren wird nicht untersucht, vielmehr wird f¨ur eine Kontrollfläche, die senkrecht zur Str¨o-
mungsrichtung steht, die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Ankunftszeiten von Partikeln, die einer
Quelle entstammen, betrachtet [143, 189, 176, 177]. Dieses Prinzip wird in Abb. 2.2 illustriert.

Quelle

Kontrollfläche

Bahnlinien

Abb. 2.2: Betrachtungsweise bei den stochastischen Stromr¨ohren-Modellen.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Ankunftszeiten kann als Verteilung l¨angsgemittelter hydrau-
lischer Leitfähigkeiten interpretiert werden. Eine solche Interpretation ist jedoch im Grunde ge-
nommen nicht notwendig [177]. Mit Hilfe der stochastischen Analyse war es m¨oglich, die Mo-
mente der Durchbruchskurven aufgrund der geostatistischen Eigenschaften des por¨osen Mediums
abzusch¨atzen [176, 53].

Im Gegensatz zu den anderen Ans¨atzen erfordert dieses Modell keine parametrisierte Interpreta-
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tion von Durchbruchskurven, die durch Tracertests gewonnen werden. Vielmehr wird die Durch-
bruchskurve direkt als Wahrscheinlichkeitsfunktion der Ankunftszeiten eingesetzt. Damit ist es
möglich, mit Hilfe eines Tracerversuchs und eindimensionalen Berechnungen zum advektiv-reak-
tiven Transport direkt Vorhersagen zum reaktiven Transport in heterogenen Medien zu treffen
[177, 76, 48, 171].

Eine wesentliche Annahme besteht in der Beschr¨ankung auf den rein advektiven Transport. F¨ur
die stochastische Analyse der Ankunftszeiten konnte mittlerweile der Einfluss der porenraumbe-
dingten Dispersion quantifiziert werden [201]. In der Anwendung auf den reaktiven Transport ist
dies jedoch bislang nicht m¨oglich.

2.3 Durchmischung von Stoffen im Untergrund

Wie bereits in Abschnitt 2.1.2 ausgef¨uhrt wurde, ist die mikrobielle Aktivit¨at im Untergrund von
der gleichzeitigen Verf¨ugbarkeit aller notwendigen Substrate f¨ur die Mikroorganismen abh¨angig.
Dies erfordert eine Durchmischung der Substrate auf der Porenskala.

In technischen Systemen wie Bioreaktoren werden die Substrate aktiv mittels R¨uhrern, Wirbel-
schichten oder anderen Vorrichtungen durchmischt [85]. Im Gegensatz dazu kann in Grundwas-
serleitern ausschließlich eine nat¨urliche Durchmischung stattfinden. Diese beruht letztlich auf der
Grundwasserstr¨omung, der molekularen Diffusion und den Stoff¨ubergangsprozessen im Grund-
wasserleiter. Hierbei muss grunds¨atzlich zwischen der L¨angs- und Querdurchmischung unter-
schieden werden.

2.3.1 Prozesse der L̈angsdurchmischung

Zu einer Durchmischung in Richtung der Grundwasserstr¨omung können folgende Prozesse bei-
tragen:

� Die chromatographische Durchmischungbasiert auf Unterschieden in der Mobilit¨at von
Stoffen. Wenn eine mobilere Substanz in ein Gebiet eingebracht wird, das bereits eine we-
niger mobile Substanz beinhaltet, wird die eingebrachte Substanz schneller in das Gebiet
eindringen als die vorhandene Substanz ausgetragen wird. Dies f¨uhrt zur Durchmischung
der Substanzen. Da viele relevante Schadstoffe vergleichsweise stark sorbiert werden und
Sauerstoff kaum, ist die chromatographische Durchmischung typisch f¨ur eine mikrobiolo-
gischein-situSanierung, die auf dem aeroben Abbau beruht. Das Prinzip der chromatogra-
phischen Durchmischung wird in Abb. 2.3 verdeutlicht.

� Derkinetische Stoffübergangberuht auf der verz¨ogerten Reaktion einer immobilen Phase
auf Konzentrationsver¨anderungen in der w¨assrigen Phase. Dies erm¨oglicht es, Stoffe iden-
tischer Mobilität, die an sich in der w¨assrigen Phase durch scharfe Konzentrationsspr¨unge
voneinander getrennt sind, durch den verz¨ogerten Massenfluss von der immobilen in die
wässrige Phase miteinander zu durchmischen. Das Prinzip ist in Abb. 2.4 verdeutlicht.

� Die hydrodynamische Dispersionsetzt sich auf der Porenskala aus der molekularen Dif-
fusion und der Porenraum-bedingten Dispersion zusammen. Sie wird gew¨ohnlicherweise in
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Form eines FICK’schen Diffusionsgesetzes beschrieben. Die dispersive Verbreiterung von
zwei aufeinander folgenden Konzentrationspulsen f¨uhrt zurÜberlappung der Peaks (siehe
Abb. 2.5). Im Gegensatz zu den beiden erstgenannten Prozessen wirkt die Dispersion als
Durchmischungsprozess auch dann, wenn keinerlei Stoff¨ubergänge zwischen unterschied-
lichen Phasen auftreten.
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Abb. 2.3: Das Prinzip der chromatographischen Durchmischung.
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Abb. 2.4: Kinetischer Stoff¨ubergang als Durchmischungspro-
zess. Die Konzentrationen in der immobilen Phase sind
durch Balken unter der x-Achse dargestellt.
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Abb. 2.5: Hydrodynamische Dispersion als Durchmischungs-
prozess.

Die hydrodynamische Dispersion ist auf der Porenskala nicht besonders effizient. Typische L¨angs-
dispersivitäten liegen im Bereich des mittleren Korndurchmessers [179].
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2.3.2 Prozesse der Querdurchmischung

Die Durchmischungsprozesse, die auf Stoff¨ubergänge zur¨uckzuführen sind, beschr¨anken sich
auf die Richtung der Grundwasserstr¨omung, sodass die hydrodynamische Dispersion den ein-
zigen Durchmischungsprozess darstellt, der unter station¨aren Strömungsbedingungen quer zur
Strömung wirkt. Da die porenraumbedingten Querdispersivit¨aten um den Faktor 5-20 kleiner sind
als die zugeh¨origen Längsdispersivit¨aten [179, 162, 115, 96], ergibt sich eine starke physikalische
Limitierung der Querdurchmischung.

Für ein instation¨ares Str¨omungsfeld ergibt sich eine ver¨anderte Situation. Insbesondere, wenn
sich die Richtung der Str¨omung zeitlich ver¨andert, können die oben aufgef¨uhrten Prozesse der
Längsdurchmischung teils auch quer zur zeitlich gemittelten Str¨omung wirken.

Dies kann anhand von Abb. 2.6 verdeutlicht werden. In Abb. 2.6(a) sind Stromlinien sowie die
räumliche Verteilung einer sorbierten Substanz dargestellt. In die ersten beiden dargestellten
Stromröhren wird die Substanz in w¨assriger Lösung zugegeben, die dritte dargestellte Stromli-
nie trennt das belastete Wasser von dem unbelasteten. Die sorbierte Phase steht im Gleichgewicht
zur wässrigen. In Abb. 2.6(b) ist ein sp¨aterer Zeitpunkt dargestellt. Aufgrund der instation¨aren
Strömung hat sich die Lage der Stromlinien ver¨andert, wohingegen sich die r¨aumliche Verteilung
der sorbierten Konzentration wegen der zeitlichen Verz¨ogerung aufgrund der Stoff¨ubergangs-
kinetik kaum gegen¨uber Abb. 2.6(a) ver¨andert hat. Dadurch geraten Stromr¨ohren, die von der
Zuflusskonzentration her nicht belastet sind, in Kontakt mit der sorbierten Substanz und nehmen
diese auf. Dies ist ein klarer Quermischungsprozess.
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Abb. 2.6: Querdurchmischung als Folge einer instation¨aren
Strömung.

2.3.3 Gegen¨uberstellung von Durchmischung undMakrodispersion

Im Hinblick auf die mikrobiellen Umsetzungen in Grundwasserleitern stellt die Porenskala den
relevanten Betrachtungsmaßstab f¨ur die Durchmischung gel¨oster Substanzen dar, da die Substrate
für die einzelnen Organismen gleichzeitig verf¨ugbar sein m¨ussen. Eine Mittelung ¨uber viele Poren
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ist zunächst nicht statthaft.

Im Gegensatz hierzu beschreibt die Makrodispersion vornehmlich einen Maßstabseffekt. Abb. 2.7
veranschaulicht die Unterschiede zwischen Durchmischung und Makrodispersion in Prinzipbil-
dern. Zwei Substanzen werden getrennt in einen heterogenen Grundwasserleiter zugegeben. Abb.
2.7(a) zeigt die Konzentrationsverteilung f¨ur den rein advektiven Transport nach einer bestimmten
Fließzeit. Die beiden Stoffe sind lokal nicht durchmischt, es besteht eine scharfe Grenzfl¨ache zwi-
schen den beiden Fahnen, die allerdings wegen der Heterogenit¨at des Grundwasserleiters ausge-
franst ist. Für diesen Fall ergibt sich wegen der unregelm¨aßigen Form ein vergleichsweise großes
zweites räumliches Zentralmoment der beiden Konzentrationsverteilungen. Dieses zweite Mo-
ment ist das Maß f¨ur die Makrodispersion.

(a)

(b)

(c)

Abb. 2.7: Unterscheidung zwischen lokaler Durchmischung und Makrodi-
spersion. (a): Konzentrationsverteilung zweier aufeinanderfolgen-
der Pulse bei rein advektivem Transport in einem heterogenen
Grundwasserleiter. (b): Konzentrationsverteilung entsprechend ei-
ner FICK’schen Beschreibung der Makrodispersion. (c): Tats¨achli-
che Konzentrationsverteilung unter Ber¨ucksichtigung der Dispersi-
on auf der Porenskala.

Bei einer FICK’schen Beschreibung der Makrodispersion erg¨aben sich Konzentrationsverteilun-
gen, wie sie in Abb. 2.7(b) dargestellt sind. Wie deutlich zu erkennen ist, ergibt dieser Modell-
ansatz eine Scheindurchmischung der Substanzen. In Abb. 2.7(c) ist die tats¨achliche Konzen-
trationsverteilung unter Ber¨ucksichtigung der lokalen Durchmischungsprozesse angedeutet. Die
Durchmischung betrifft nur einen engen Bereich entlang der Grenzfl¨ache zwischen den beiden
Fahnen. Die Heterogenit¨at des Grundwasserleiters bewirkt gegen¨uber einem homogenen Grund-
wasserleiter eine gr¨oßere Grenzfl¨ache und somit eine Verst¨arkung der Durchmischung. Diese
Verstärkung der Durchmischung erreicht jedoch nicht das Ausmaß der Makrodispersion.

Es muss darauf hingewiesen werden, dass die Beschreibung einzelner Poren f¨ur die Simulation
von Grundwasserleitern nicht m¨oglich ist. Im folgenden wird deshalb aus praktischen Gr¨unden
davon ausgegangen, dass die an einem repr¨asentativen Elementarvolumen ermittelte porenraum-
bedingte Dispersivit¨at die maßgebliche Gr¨oße für die lokale Durchmischung darstellt. Hierbei
handelt es sich somit um eine erste Mittelung [60].
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Modellgleichungen

3.1 Grundwasserstr̈omung

Für gegebene Randbedingungen und eine bekannte Verteilung der hydraulischen Leitf¨ahigkeitK,
können die Piezometerh¨ohenhund Filtergeschwindigkeitenq mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung
und des DARCY’schen Filtergesetzes ermittelt werden [67]:

S
∂h
∂t

+ ∇ �q = qs (3.1.1)

q = �K ∇h (3.1.2)

wobeiSden Speicherkoeffizienten undqs einen Quellen-/Senkenterm, der z.B. auf Grundwasser-
neubildung oder Brunnenentnahme zur¨uckzuführen ist, darstellen.

Bei Betrachtung eines zweidimensionalen Gebiets ohne Quellen und Senken kann f¨ur stationäre
Strömungsbedingungen eine Stromfunktionψ bestimmt werden [9]. Der Wert der Stromfunktion
ist in Richtung der Filtergeschwindigkeit konstant. Entsprechend gilt:

qx = �∂ψ
∂y

qy =
∂ψ
∂x

(3.1.3)

Unter Berücksichtigung der Rotationsfreiheit der Grundwasserstr¨omung ergibt sich nach einigen
Umformungen [70]:

∇ �
�

Kψ∇ψ
�

= 0 (3.1.4)

wobeiKψ die Leitfähigkeit der Stromfunktion darstellt.Kψ ist wie folgt definiert:

Kψ =
1

det(K)
K (3.1.5)

Das Konzept der Stromfunktion ist auf zweidimensionale, station¨are Strömungsfelder ohne Quel-
len und Senken im betrachteten Gebiet beschr¨ankt. Um z.B. Brunnen bei einer Berechnung der

17
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Stromfunktion ber¨ucksichtigen zu k¨onnen, muss ein Schnitt vom Rand des Modellgebiets zum
Brunnen vorgenommen werden, sodass der Brunnen Bestandteil des Randes wird (siehe z.B.
[70]). Dies ist keine besonders befriedigende L¨osung, da zus¨atzliche Kopplungen an den durch
den Schnitt bedingten R¨andern vorgenommen werden m¨ussen.

Im Falle einer isotropen hydraulischen Leitf¨ahigkeit stehen Stromlinien und Linien gleicher Pie-
zometerh¨ohe senkrecht aufeinander. Dies ist im Falle einer anisotropen hydraulischen Leitf¨ahig-
keit nicht mehr gew¨ahrleistet. Dies wird in Abb. 3.1 exemplarisch dargestellt. In diesem Beispiel
wird ein quadratisches Gebiet betrachtet, in dem die hydraulische Leitf¨ahigkeit einen Anisotro-
piefaktor von 20 aufweist und die Hauptrichtung des Tensors mit der x-Achse einen Winkel von
30o bildet. Die oberen und unteren R¨ander sind f¨ur die Strömung dicht, an den rechten und linken
Rändern ist ein Festpotential definiert.
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Abb. 3.1: Piezometerh¨ohen und Stromlinien f¨ur ein anisotropes
Modellproblem.

Im dargestellten Beispiel stehen die Stromlinien und Linien gleicher Piezometerh¨ohe nicht senk-
recht aufeinander. F¨ur die meisten Str¨omungs- und Transportprobleme ist dies zun¨achst irrelevant.
Sollen jedoch stromlinienorientierte Netze f¨ur die Durchführung von Transportberechnungen er-
stellt werden, ist eine Orthogonalit¨at der beiden Linienscharen erforderlich. F¨ur diesen Zweck
kann ein Pseudopotentialφ eingeführt werden [131]. Pseudopotentiallinien sind immer orthogo-
nal zu Stromlinien. F¨ur das in Abb. 3.1 dargestellte Beispiel sind die zugeh¨origen Pseudopotenti-
allinien in Abb. 3.2 dargestellt. Im mathematischen Sinn stellt das Pseudopotential das Potential
zum Vektorfeld der Filtergeschwindigkeit dar1. Daraus ergibt sich der folgende Zusammenhang:

q = �Kφ∇φ (3.1.6)

1Im physikalischen Sinn beschreibt das Potential ein Energieniveau, weswegen die Piezometerh¨ohe häufig als
Potential bezeichnet wird.
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wobei Kφ die skalare Leitf¨ahigkeit des Pseudopotentials darstellt.Kφ kann als die hydraulische
Leitfähigkeit interpretiert werden, die in Richtung der Str¨omung wirkt.Kφ lässt sich wie folgt
bestimmen:

Kφ = det(K)
q2

x +q2
y

Kxxq2
y�2Kxyqxqy+Kyyq2

x
(3.1.7)
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Abb. 3.2: Pseudopotentiallinien und Stromlinien f¨ur das in Abb.
3.1 dargestellte anisotrope Modellproblem.

Das Pseudopotentialφ erfüllt denselben elliptischen Differentialgleichungstyp wie die Piezome-
terhöheh und die Stromfunktionψ:

∇ � �Kφ∇φ
�
= 0 (3.1.8)

Entsprechend kannφ mit den gleichen numerischen Methoden ermittelt werden wieh [131].

3.2 Transport gel̈oster Substanzen

Für ein bekanntes Str¨omungsfeld kann der reaktive Transport eines gel¨osten Stoffes mit Hilfe der
Transportgleichung beschrieben werden [67]:

neRi
∂ci

∂t
+ ∇ � �qci � neD∇ci

� � neri = 0 (3.2.9)
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wobeiRi den Retardationskoeffizienten f¨ur den Stoffi, ne die Porosität,ri einen Quellen-/Senken-
term aufgrund reaktiver Prozesse undD den Dispersionstensor nach der SCHEIDEGGER-Parame-
trisierung [164] darstellen. F¨ur zweidimensionale Probleme nimmtD die folgende Form an:

D =

2
664

vxvxαl +vyvyαt

jvej
+ Dm

vxvy(αl �αt)

jvej
vxvy(αl �αt)

jvej
vyvyαl +vxvxαt

jvej
+ Dm

3
775 (3.2.10)

mit

ve =
1
ne

q (3.2.11)

wobeiDm den molekularen Diffusionskoeffizienten,αl undαt die Längs- und bzw. Querdispersit-
vitäten,ve die Abstandsgeschwindigkeit undvx, vy diex- bzw.y-Komponenten vonve darstellen.

3.3 Stoffübergänge

3.3.1 Lokale Gleichgewichtsannahme

Die Einführung eines Retardationskoeffizienten in (Gl. 3.2.9) impliziert, dass die w¨assrige Phase
die einzige mobile Phase im betrachteten Gebiet darstellt und die Konzentrationen in der w¨assri-
gen Phase lokal im thermodynamischen Gleichgewicht zu allen immobilen Phasen steht, d.h. das
chemische Potential des betrachteten Stoffs ist in allen Phasen identisch. Unter der Annahme, dass
der Stoffaustausch sich auf eine sorbierte Phase beschr¨ankt, kann der Retardationskoeffizient wie
folgt ermittelt werden [110]:

Ri = 1 +
∂cs

i

∂ca
i

1�ne

ne| {z }
Ki

d

(3.3.12)

wobei cs
i die Konzentration in der Festphase ausgedr¨uckt als Masse pro Volumen Feststoff,ca

i
die Konzentration in der w¨assrigen Phase undKi

d den Verteilungskoeffizient f¨ur die Substanzi
darstellen. Die Transportgleichung (Gl. 3.2.9) wird somit nichtlinear, wenn die Beziehung zwi-
schen Feststoffkonzentration und w¨assriger Konzentration nichtlinear ist, wie dies z.B. f¨ur die
FREUNDLICH- und LANGMUIR-Sorptionsisothermen der Fall ist [110].

Das einfachste Konzept f¨ur die Sorption beruht auf einem linearen Verteilungsgesetz. Das h¨aufig
angewendetefOCKOC Konzept [108] beruht auf der Annahme, dass die Sorption einer hydro-
phoben Substanz ausschließlich an den organischen Bestandteilen der Feststoffmatrix stattfindet.
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Unter Einführung des Massenanteils der organischen SubstanzfOC und eines linearen Vertei-
lungskoeffizientens zwischen organischer Substanz und WasserKi

OC für die Substanzi ergibt sich
somit:

Ri = 1 + fOCKi
OCρ

1�ne

ne
(3.3.13)

wobei ρ die Dichte der Feststoffmatrix darstellt. Der VerteilungskoeffizientKi
OC ist von der Art

der organischen Bodenbestandteile abh¨angig und kann nur bedingt von einem Grundwasserleiter
auf einen anderen ¨ubertragen werden. Nichtsdestotrotz wird er zumeist wie eine ausschließlich
substanzspezifische Konstante behandelt. F¨ur Böden und Grundwasserleiter mit sehr niedrigen
Anteilen an organischen Bestandteilen in der Feststoffmatrix kann die Sorption an Mineralober-
flächen einen wesentlichen Bestandteil zur vollst¨andigen Sorption leisten. F¨ur einen solchen Fall
ist dasfOCKOC Konzept nicht anwendbar (siehe hierzu die Abhandlung in [169]).

3.3.2 Kinetische Stoffübergänge

Auf der molekularen Skala ist die Kinetik des Stoff¨ubergangs im Wesentlichen von der Diffusi-
on durch eine oder mehrere Grenzschichten bestimmt. Hieraus ergibt sich eine Limitierung des
Stoffübergangs durch die zugeh¨origen Diffusionskoeffizienten, die Dicke der diffusiven Grenz-
schichten sowie in bestimmten F¨allen durch den advektiven Transport in nicht-diffusiven Grenz-
schichten. Je nach Gleichgewichtslage, Dicke der Grenzschichten und Str¨omungsgeschwindigkeit
wird der Stoffübergang als langsamer oder schneller Prozess betrachtet, wobei ein langsamer Pro-
zess kinetisch limitiert ist und durch ein System von Differentialgleichungen (DGL) beschrieben
wird wohingegen ein schneller Prozess durch das lokale Gleichgewicht beschrieben wird [110].
Die einfachste Beschreibung der Kinetik ist ein Ansatz erster Ordnung, bei dem der Massenfluss
proportional zur Abweichung der aktuellen Konzentration von der Gleichgewichtslage ist:

ri = αs
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i
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(3.3.14)
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Die Kinetik erster Ordnung beschreibt den diffusionskontrollierten Stoff¨ubergang nur ansatzwei-
se, da für die sorbierte Konzentration nur ein einzelner Wert ber¨ucksichtigt wird. Der Diffusi-
onsprozess f¨uhrt jedoch zu einem Konzentrationsprofil innerhalb der sorbierten Phase. Wird der
Diffusionsprozess in der sorbierten Phase r¨aumlich aufgel¨ost, ergibt sich ein Massenaustausch-
koeffizient, der von der Sorptionsgeschichte abh¨angt (z.B. wurde in [46] ein zeitabh¨angiger Mas-
senaustauschkoeffizient verwendet).
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3.4 Mikrobielle Aktivit ät

3.4.1 Substratverbrauch

Michaelis-Menten Kinetik

Wie in Abschnitt 2.1.1 ausgef¨uhrt wurde, beruhen die Modellgleichungen zur Beschreibung der
mikrobiellen Aktivität auf Ansätzen aus der Enzymkinetik. Der am h¨aufigsten verwendete Ansatz
ist die MICHAELIS-MENTEN-Kinetik. Sie geht davon aus, dass eine bestimmte Gesamtkonzentra-
tion eines EnzymscE im System vorhanden ist. Die Reaktion wird durch zwei Schritte bestimmt:
die Anhaftung der gel¨osten Substanz an das Enzym und die Abgabe der transformierten Substanz
vom Enzym in die w¨assrige Phase.

Für den ersten Schritt wird eine Kinetik zweiter Ordnung angenommen, die proportional zum
Produkt der freien Enzymkonzentration und der gel¨osten Ausgangssubstanz ist. F¨ur den zweiten
Schritt wird eine Kinetik erster Ordnung im Hinblick auf den Komplex zwischen Enzym und
anhaftender Substanz angenommen. Im station¨aren Zustand sind die Reaktionsraten des ersten
und zweiten Schritts identisch. F¨ur diesen Zustand kann die Umsatzrateri für den Stoffi wie
folgt ermittelt werden [85]:

ri = � r̃max
ci

Ki
m + ci

�cE (3.4.16)

wobei r̃max die maximale Umsatzrate bezogen auf die Enzymkonzentration undKi
m den MICHA-

ELIS-MENTEN- oder MONOD-Koeffizienten darstellt. Die Abh¨angigkeit der Umsatzrate von der
Stoffkonzentrationci ist für niedrige Konzentrationen nahezu linear. F¨ur hohe Konzentrationen
konvergiert die Umsatzrate gegen die maximale Umsatzrate, da bereits alle reaktiven Zentren der
Enzyme belegt sind.

Die Ermittlung von EnzymkonzentrationencE ist in Umweltmatrizes sehr schwierig. Vereinfa-
chend wird deshalb angenommen, dasscE proportional zur Biomassen-KonzentrationX ist. Eine
Substitution voncE durchX in (Gl. 3.4.16) ver¨andert nicht die grunds¨atzliche Form der Glei-
chung. ˜rmax ist dann jedoch als maximale Umsatzrate bezogen auf die Biomasse anstelle der
Enzymkonzentration zu definieren.

Wechselwirkungen zwischen mehreren Substanzen k¨onnen durch Produkte mehrerer MICHAELIS-
MENTEN-Terme beschrieben werden [111, 197, 26]. So wird der aerobe Abbau eines Substrats
S häufig durch folgendes System von Gleichungen mit Doppel-MICHAELIS-MENTEN-Termen
beschrieben [55, 128, 125, 71]:

rO = � r̃max

YO

cO

(cO+KO)

cS

(cS+KS)
X

rS = � r̃max

YS

cO

(cO+KO)

cS

(cS+KS)
X

(3.4.17)

wobeiYi der stöchiometrische Koeffizient der Substanzi darstellt und die tiefgestellten IndizesO
bzw.Ssich auf den Sauerstoff und das Substrat beziehen.
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3.4.2 Hemmungseffekte

Unspezifische Hemmung durch beliebige Substanzen

Die Hemmung durch beliebige Substanzen kann grunds¨atzlich durch Einf¨uhrung eines Faktors
finh ausgedr¨uckt werden, der eins betr¨agt, wenn die Konzentration der Hemmsubstanzcinh null
beträgt, und für hohe Werte voncinh gegen null konvergiert. Unter der Annahme, daß die Inhibiti-
on auf die Aktivierung eines einzelnen Inhibitionszentrums an einem Enzym zur¨uckzuführen ist,
kann der Inhibitionsfaktorfinh wie folgt errechnet werden [141]:

finh =
Ki

inh

Ki
inh+cinh

(3.4.18)

Die Anwendung von (Gl. 3.4.18) beschr¨ankt sich nicht nur auf den Fall eines enzymatisch identi-
fizierten Inhibitionszentrums, sondern wird auch h¨aufig dann verwendet, wenn der Mechanismus
der Inhibition nicht gekl¨art ist. (Gl. 3.4.18) beschreibt eine Hyperbel, die f¨urcinh = 0 den Wert eins
annimt und für cinh = Kinh den Wert 0.5. Das bedeutet, dass der Abfall ¨uber einen großen Konzen-
trationsbereich erfolgt. In [111] wurde dagegen ein zwei-parametrischer Ansatz verwendet, der
einen steileren Abfall in der direkten Umgebung der InhibitionskonzentrationKi

inh ermöglicht:

finh = 0:5� 1
π

arctan

�
cinh�Kinh

winh

�
(3.4.19)

wobei einwinh ein Maß für die Steilheit des Abfalls darstellt. F¨ur cinh = Kinh�winh nimmt finh

den Wert 0.75 an, f¨ur cinh = Kinh den Wert 0.5 und f¨ur cinh = Kinh+winh den Wert 0.25. Abb. 3.3
zeigt den Verlauf vonfinh nach (Gl. 3.4.18) und nach (Gl. 3.4.19) f¨ur Kinh = 100 undwinh = 20.

Es ist offensichtlich, dass nach (Gl. 3.4.19)finh auch für cinh = 0 kleiner eins betr¨agt. Das
heißt, es l¨age eine Inhibition vor, auch wenn der inhibierende Stoff gar nicht vorhanden w¨are.
Dieses Verhalten erscheint nicht sinnvoll. Alternativ zu (Gl. 3.4.19) kann auch folgender zwei-
parametrischer Ansatz verwendet werden [141]:

finh =
Kni

inh

Kni
inh+cni

inh
=

1

1+

�
cinh

Kinh

�ni
(3.4.20)

wobei der Exponentni > 1 die Steilheit des Abfalls bestimmt. F¨ur ganzzahlige Werte kannni als
Anzahl der Inhibitionszentren an einem Enzym interpretiert werden. Im Gegensatz zu (Gl. 3.4.19)
ist in (Gl. 3.4.20) gew¨ahrleistet, dass beicinh = 0 keine Inhibition vorliegt. (Gl. 3.4.20) ist in Abb.
3.3 vergleichend zu den anderen Inhibierungsans¨atzen graphisch dargestellt.

Substrathemmung

Bestimmte Stoffe, die grunds¨atzlich mikrobiell abgebaut werden, k¨onnen bei h¨oheren Konzen-
trationen toxisch wirken. Eine M¨oglichkeit dies in der mathematischen Beschreibung der Reak-
tionskinetik zu ber¨ucksichtigen, ist die Erweiterung der MICHAELIS-MENTEN-Gleichung durch
HALDANE [141]:
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Abb. 3.3: Inhibitionsterm nach (Gl. 3.4.18) (durchgezogene Linie), nach (Gl.
3.4.19) (punktierte Linie) und nach (Gl. 3.4.20) (Strichpunkt-Linie).
Kinh= 100,winh= 20,ni = 5.
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(3.4.21)

wobeiKi
i die Inhibitionskonzentration f¨ur den Stoffi ist. Die Reaktionsrater j konvergiert gegen

null für ci >> Ki
i . Durch Umformen l¨asst sich leicht zeigen, dass (Gl. 3.4.21) formal mit dem

Produkt aus (Gl. 3.4.16) und (Gl. 3.4.18) identisch ist, allerdings k¨onnen die Koeffizienten nicht
direkt übernommen werden.

Kompetitive Inhibition

Das reaktive Zentrum eines Enzyms kann eine Affinit¨at auf unterschiedliche Substanzen aus¨uben
und eventuell an mehreren Substanzen ¨ahnliche Transformationen katalysieren. (Gl. 3.4.16) wur-
de unter der Bedingung hergeleitet, dass nur eine Substanz einen Komplex mit dem Enzym bildet.
Wenn man zwei SubstanzenA und B berücksichtigt, die beide am EnzymE umgesetzt werden
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ergibt sich folgende Beeinflussung der Reaktionsraten [141]:
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(3.4.22)

(Gl. 3.4.22) kann als Abnahme des effektivenKi
m-Wertes bei Anwesenheit eines konkurrieren-

den Stoffes interpretiert werden. Wenn sich die gegenseitige Beeinflussung lediglich darauf be-
schränkt, dass beide Substrate um dasselbe reaktive Zentrum konkurrieren, so istKA

m identisch
zu KA

i und KB
m zu KB

i [5]. Dies wird bei der Modellanwendung in Abschnitt 8.4 angenommen.
Grundsätzlich sollte darauf hingewiesen werden, dass eine guteÜbereinstimmung von Messdaten
mit den Modellgleichungen der kompetitiven Hemmung (Gl. 3.4.22) allein noch kein hinreichen-
der Beweis f¨ur die Existenz einer Konkurrenz am Enzym darstellt. Letztere Annahme sollte stets
mechanistisch untermauert werden.

3.4.3 Mikrobielles Wachstum

Sofern die prim¨are Kohlenstoffquelle mit dem Elektronendonator oder -akzeptor ¨ubereinstimmt,
kann davon ausgegangen werden, dass das mikrobielle Wachstum proportional zu den Umsatz-
raten ist. Die Annahme eines MICHAELIS-MENTEN-Ansatzes sowohl f¨ur den Elektronendonator
als auch f¨ur den -akzeptor f¨uhrt damit zu folgendem Gleichungssystem [55, 128, 125, 71]:

kgr = µmax
cD

(KD +cD)

cA

(KA+cA)
∂X
∂t

= (kgr�kdec)X

∂cD

∂t
=

kgrX

YD
∂cA

∂t
=

kgrX

YA

(3.4.23)

wobeiµmax die maximale Wachstumsrate,kgr die aktuelle Wachstumsrate undkdec die Sterberate
erster Ordnung f¨ur die Biomasse darstellen. Die tiefgestellten IndizesD und A beziehen sich
auf den Elektronendonator bzw. -akzeptor. Im Zusammenhang mit dem mikrobiellen Wachstum
werden die MICHAELIS-MENTEN-Terme auch MONOD-Terme genannt [165].

Wenn sich die prim¨are Kohlenstoffquelle sowohl vom Elektronenakzeptor als auch vom Elektro-
nendonator unterscheidet, sind die Umsatzraten zwar nach wie vor unabh¨angig von der Konzen-
tration der primären Kohlenstoffquelle, letztere muss jedoch bei der Wachstumskinetik ber¨uck-
sichtigt werden. Dies kann z.B. durch Einf¨uhrung eines dritten MICHAELIS-MENTEN-Terms er-
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folgen:
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(Gl. 3.4.24) ist eine Erweiterung von (Gl. 3.4.23), die nunmehr die mit dem IndexP bezeichnete
primäre Kohlenstoffquelle im Ausdruck f¨ur das Biomassenwachstum beinhaltet.

Problem des unbegrenzten Wachstums

Die Kombination von zwei MONOD-Termen für das mikrobielle Wachstum und einem Ansatz
erster Ordnung f¨ur das Absterben der Biomasse in (Gl. 3.4.23) f¨uhrt dazu, dass eine station¨are
Biomassenkonzentration nur erreicht werden kann, wenn die Konzentration des Elektronendo-
nators in einem bestimmten Verh¨altnis zur Konzentration des Elektronenakzeptors steht. Un-
ter Einführung der dimensionlosen Konzentrationen ˜cD = cD=KD und c̃A = cA=KA sowie dem
Verhältnis zwischen Sterberate und maximaler Wachstumsratek̃ = kdec=µmax lässt sich dieser
funktionale Zusammenhang wie folgt aus (Gl. 3.4.23) ableiten:

k̃ =
D̃

(1+ D̃)

Ã

(1+ Ã)
(3.4.25)

) D̃ =
k̃Ã

1 + Ã� k̃Ã

Wenn die linke Seite von (Gl. 3.4.25) gr¨oßer als die rechte Seite wird, dann w¨achst die Bio-
masse, wird sie kleiner, dann stirbt die Biomasse ab. Da die tats¨achliche Konzentration sich aus
dem Zusammenspiel von Transport und mikrobiellen Verbrauch ergibt, strebt ein gekoppeltes
Reaktions-Transport-System in den Bereichen mit Biomassenwachstum auf Dauer einen stati-
onären Zustand, der (Gl. 3.4.25) entspricht, an. Dieser kann jedoch in der N¨ahe von Einleitungs-
stellen mit sehr hohen Biomassenkonzentrationen verbunden sein. Ein solches Zuwachsen von
porösen Medien ist experimentell h¨aufig festgestellt worden [47, 186, 40]. Es bestehen allerdings
Grenzen der Biomassenakkumulation, z.B. wenn der gesamte Porenraum verstopft wird.

In einem Biophasen-Modell ergibt sich eine Limitierung des Biomassenwachstums durch die
Kinetik des Stoffüberganges von der w¨assrigen in die Biophase [121]. In Modellen, die die An-
haftung und den Abtrag der Biomasse durch Scherkr¨afte berücksichtigen, ergibt sich eine maxi-
male Biomassenkonzentration aus dem erh¨ohten Abtrag der Biomasse bei zunehmender Dicke
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des Biofilms [185]. Diese physikalisch begr¨undeten Modelle beinhalten schwer zu ermittelnde
mikroskalige Parameter. Bei makroskaliger Betrachtung kann deshalb vereinfachend ein von der
Biomasse abh¨angiger Hemmterm f¨ur die Wachstumsratekgr eingeführt werden[205]:

kgr =
Xmax�X

Xmax
µ̃max

cD

(KD +cD)

cA

(KA+cA)
(3.4.26)

wobei die maximale BiomassenkonzentrationXmaxaus Experimenten ermittelt werden muss. Alle
anderen Teilgleichungen von (Gl. 3.4.23) bzw. (Gl. 3.4.24) bleiben unver¨andert. In Modellen,
die mehrere Biomasse-Arten ber¨ucksichtigen, empfiehlt es sich, die maximale Biomasse auf die
Summe aller Biomasse-Arten zu beziehen, da der limitierende Biofilm von allen Organismen
gemeinsam gebildet wird [121].



Kapitel 4

Grundsätzliche Aspekte der numerischen
Simulation

4.1 Abhängigkeiten

Folgende wesentliche Prozesse sollen modelliert werden: die Grundwasserstr¨omung, der Trans-
port gelöster Substanzen und die reaktiven Wechselwirkungen. Der Stofftransport h¨angt stark
vom Strömungsfeld ab, wohingegen das Str¨omungsfeld nur dann vom Stofftransport abh¨angig
ist, wenn Dichte- oder Viskosit¨atseffekte durch Konzentrationsver¨anderungen wirksam werden.
Da derartige Wechselwirkungen in der vorliegenden Arbeit nicht ber¨ucksichtigt werden, k¨onnen
die Grundwasserstr¨omungsgleichung und die Transportgleichung sequentiell gel¨ost werden.
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Abb. 4.1: Abhängigkeiten zwischen den betrachteten Prozessen.
Durchgezogene Pfeile: starke Abh¨angigkeit; gestri-
chelte Pfeile: schwache Abh¨angigkeit.

Im Gegensatz hierzu bestehen starke Wechselwirkungen zwischen den reaktiven Prozessen und
dem Stofftransport. Diese k¨onnen durch einen reaktiven Quellen-/Senkenterm in der Transport-
gleichung und transportbezogene Quellen-/Senkenterme in den Reaktionsgleichungen ausgedr¨uckt
werden. In vielen numerischen Modellen werden allerdings die reaktiven Prozesse v¨ollig un-
abhängig vom Stofftransport bearbeitet. Unterschiedliche Kopplungsmethoden zwischen Trans-
port und reaktiven Prozessen werden in Abschnitt 6.5 behandelt.

Die reaktiven Prozesse k¨onnen durch F¨allung und Auflösung von Mineralen, Biomassenentwick-
lung oder Gasbildung zu einer Ver¨anderung des Porenraums f¨uhren und somit das Str¨omungsfeld
beeinflussen [184, 186, 47, 40]. Die charakteristische Zeitskala dieser Prozesse ist jedoch weit

28
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größer als diejenige f¨ur die Strömung und den Transport. Deshalb ist es zul¨assig, die Ver¨anderung
der hydraulischen Eigenschaften durch die reaktiven Prozesse entkoppelt zu betrachten (schwa-
che Abhängigkeit).

Abb. 4.1 verdeutlicht die Abh¨angigkeiten der einzelnen Prozesse. Im Weiteren werden schwache
Abhängigkeiten vernachl¨assigt. Entsprechend erfolgt die numerische Simulation der Grundwas-
serströmung unabh¨angig vom Stofftransport und den reaktiven Prozessen. Die Ergebnisse der
Strömungsberechnung stellen Eingangsparameter f¨ur die Transportberechnung dar. Die starke
Wechselwirkung zwischen dem Transport und den reaktiven Prozessen wird in einem reaktives
Transportmodell ber¨ucksichtigt.

4.2 Anforderungen

Für die numerische L¨osung der in Kapitel 3 vorgestellten Gleichungssysteme existiert eine Viel-
zahl einsetzbarer Methoden. Die meisten numerischen Verfahren zur Behandlung des reaktiven
Mehrkomponententransports beruhen auf einer Kombination bestehender Verfahren f¨ur den kon-
servativen Stofftransport einerseits und reaktiven Prozessen in durchmischten Systemen anderer-
seits. Diese Methoden wurden getrennt voneinander entwickelt und f¨ur den unabh¨angigen Ge-
brauch optimiert. Dies kann dazu f¨uhren, dass bestimmte Vorz¨uge der Verfahren bei einer An-
wendung in gekoppelten Schemata nicht mehr zum Tragen kommen, wohingegen andere Vorteile
erhalten bleiben. Die Auswahl der numerischen Methoden sollte deshalb auf der Grundlage der
speziellen, im Folgenden dargelegten Anforderungen des reaktiven Mehrkomponententransports
erfolgen.

4.2.1 Anforderungen an die Simulation reaktiver Prozesse

Die Gleichungen zur Beschreibung reaktiver Prozesse sind zumeist nichtlinear.

Anforderung 1 Das Verfahren muss eine effiziente Methode zur Linearisierung beinhalten.

Für schnelle Reaktion wird gew¨ohnlicherweise der Gleichgewichtszustand angenommen, wohin-
gegen die Kinetik langsamer Prozesse im Modell ber¨ucksicht werden muss. Dies f¨uhrt zu gekop-
pelten Systemen von algebraischen Gleichungen und Differentialgleichungen.

Anforderung 2 Das Verfahren muss differential-algebraische Gleichungssysteme (DAGLS) lösen
können.

In vielen Anwendungen tretensteifeSysteme auf, d.h. die charakteristischen Zeiten f¨ur die re-
lative Veränderung unterschiedlicher Komponenten unterscheiden sich stark voneinander. Dies
erfordert aus Stabilit¨atsgründen für jedes Zeitintegrationsverfahren, das explizite Anteile beinhal-
tet, eine Zeitschrittweite, die sich an dem schnellsten Prozess orientiert. Im Gegensatz dazu kann
bei voll-impliziten Verfahren auch f¨ur größere Zeitschrittweiten Stabilit¨at erreicht werden.

Anforderung 3 Die Zeitintegration muss voll-implizit erfolgen.



30 Kapitel 4: Grunds¨atzliche Aspekte der numerischen Simulation

Eine Ein-Schritt-Methode f¨ur die implizite Zeitintegration (R¨uckwärts-EULER Verfahren) er-
reicht lediglich eine Konsistenz erste Ordnung. Dies hat f¨ur ein steifes DGLS zur Folge, dass
der Einfluss der schnelleren Prozesse auf den zeitlichen Konzentrationsverlauf nicht mehr richtig
approximiert werden kann [81]. Eine h¨ohere Approximationsordnung kann durch Mehrschritt-
Methoden erreicht werden.

Anforderung 4 Für die Zeitintegration sollte eine Mehrschritt-Methode angewendet werden.

Die ”beste” Zeitschrittweite und Approximationsordnung ist problemabh¨angig und kann sich im
Verlauf einer Simulation ver¨andern. Zur Optimierung sowohl der Effizienz als auch der Stabilit¨at
sollten diese Parameter in Abh¨angigkeit vom Verhalten der L¨osung variiert werden.

Anforderung 5 Die Zeitdiskretisierung sollte adaptiv im Hinblick auf die Schrittweite und Ap-
proximationsordnung sein.

Diese Anforderungen werden vom differential-algebraischen Gleichungsl¨oser DASSL [150] er-
füllt. DASSL ist eine Erweiterung des GEAR-Verfahrens [92] f¨ur steife Differentialgleichungs-
systeme auf differential-algebraische Systeme. Die algebraischen Gleichungen werden von den
Differentialgleichungen nicht entkoppelt. Eine detailierte Beschreibung zu DASSL ist in [14]
enthalten. DASPK [17] ist eine ¨uberarbeitetet Version von DASSL, die die Behandlung schwach
besetzter Gleichungssysteme durch iterative Gleichungsl¨oser erm¨oglicht.

DASSL beruht auf einer Mehrschritt-Methode zur Zeitintegration, die variable Zeitschrittweiten
und variable Approximationsordnungen erlaubt, jedoch durch Interpolation auf vorhergehende
Punkte gleichen zeitlichen Abstandes die Effizienz eines Verfahrens mit konstanter Schrittweite
erreicht. Die Interpolation in der Zeit wird mit Polynomen bis f¨unfter Ordnung durchgef¨uhrt. Die
Linearisierung erfolgt durch ein modifiziertes NEWTON-Verfahren. Die Adaptivit¨at des Verfah-
rens garantiert eine hohe Stabilit¨at und Genauigkeit. Der Anwender muss das DAGLS und seine
JACOBI-Matrix in Form von FORTRAN-Unterprogrammen definieren. Da die Anfangsbedingun-
gen die partielle zeitliche Ableitung beinhalten und konsistent zum DAGLS sein m¨ussen, kann
ihre Ermittlung bei stark nichtlinearen algebraischen Gleichungen aufwendig sein.

Für Verfahren, bei denen die reaktiven Prozesse entkoppelt vom Stofftransport behandelt werden,
kann die Anwendung eines differential-algebraischen Gleichungsl¨osers wie DASSL ineffizient
sein, da die nichtlinearen algebraischen Gleichungen zweimal gel¨ost werden m¨ussen: zun¨achst
bei der Initialisierung des reaktiven Teilproblems sowie anschließend im DAGLS-L¨oser selbst.
Alternativ hierzu bietet sich die Entkopplung der algebraischen Gleichungen von den Differenti-
algleichungen an, wie dies von mehreren Autoren empfohlen wird [111, 121]. Bei diesem Ansatz
werden zun¨achst die algebraischen Gleichungen gel¨ost und die Ergebnisse als Anfangsbedingung
für die Differentialgleichungen eingesetzt oder umgekehrt. Ein großer Vorteil dieser Verfahren
beruht auf der Verwendbarkeit spezieller L¨oser für die Gleichgewichtschemie (z.B. PHREEQE
[148]). Es muss jedoch darauf hingewiesen werden, dass die Entkopplung die Konsistenz der
Zeitintegration auf die erste Ordnung beschr¨ankt.

4.2.2 Anforderungen an die Transportsimulation

Die Gleichungen zur Beschreibung der reaktiven Prozesse werden f¨ur gewöhnlich in Konzentra-
tionen ausgedr¨uckt. Normalerweise werden diese Gleichungen im Falle r¨aumlich variabler Gebie-
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te dadurch gel¨ost, dass das Gebiet in Kontrollvolumina unterteilt wird und die reaktiven Prozesse
unabhängig in den einzelnen Kontrollvolumina berechnet werden. Entsprechend m¨ussen zumin-
dest die Ergebnisse einer Transportberechnung in Form von Konzentrationen in den Kontrollvo-
lumina angegeben werden.

Anforderung 6 Zumindest die Ergebnisse der Transportberechnung müssen als Konzentrationen
in Kontrollvolumina angegeben werden.

Wie bereits in Abschnitt 2.3 diskutiert wurde, erfordern reaktive Wechselwirkungen die lokale
Durchmischung der reagierenden Substanzen. K¨unstliche Diffusion kann zu einer̈Uberschätzung
der Durchmischung und damit der Umsatzraten f¨uhren. Da die L¨angs- gegen¨uber der Querdurch-
mischung dominiert, kann k¨unstliche Diffusion noch eher in L¨angs- als in Querrichtung akzeptiert
werden.

Anforderung 7 Die künstliche Diffusion, die durch eine numerische Methode zur Lösung des
advektiven Transports ensteht, muss minimiert werden. Insbesondere künstlicheQuerdiffusion
sollte vermieden werden.

Die Gleichungen zur Beschreibung der reaktiven Prozesse sind ausschließlich f¨ur positive Kon-
zentrationen definiert. Im negativen Konzentrationsbereich spiegeln sie keinerlei physikalisches
Verhalten wider. Einige Ausdr¨ucke wie die MICHAELIS-MENTEN-Terme beinhalten einen Pol
im negativen Konzentrationsbereich. Negative Konzentrationen k¨onnen durch numerische Oszil-
lationen entstehen. Eine Unterdr¨uckung jeglicher numerischer Oszillationen ist f¨ur Monotonie
erhaltende Transportverfahren gew¨ahrleistet [88].

Anforderung 8 Das Transportverfahren muss Monotonie erhalten.

Die reaktiven Wechselwirkungen der Substanzen f¨uhren zu versch¨arften Fronten. Es k¨onnen
Schockwellen auftreten. Diskontinuit¨aten in der Konzentrationsverteilung k¨onnen auch durch
Randbedingungen (z.B. Punktquellen) oder diskontinuierliche Parameterfelder, wie z.B. sprung-
hafte Veränderungen der hydraulischen Leitf¨ahigkeit, entstehen.

Anforderung 9 Das Transportverfahren muss auch bei diskontinuierlichen Konzentrationsver-
teilungen und Parameterfeldern stabil sein.

Die reaktiven Quell-/Senkenterme sind r¨aumlich verteilt und unabh¨angig vom Str¨omungsfeld.
Dies muss bei jedem impliziten Kopplungsverfahren zwischen Transport und reaktiven Prozes-
sen im Transportverfahren ber¨ucksichtigt werden k¨onnen, gew¨ohnlicherweise durch Quellen-
/Senkenterme nullter und erster Ordnung.

Anforderung 10 Das Transportverfahren sollte räumlich verteilte, vom Strömungsfeld unab-
hängige Quellen und Senken berücksichtigen k̈onnen.
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Anforderung 6 wird von jedem EULER’schen Verfahren erf¨ullt, da diese Verfahren auf der Auf-
teilung des Gebietes in ortsfeste Kontrollvolumina beruhen. Im Gegensatz hierzu werden beim
klassischen LANGRANGE’schen Verfahren, demparticle tracking, virtuelle Teilchen mit defi-
nierter Masse betrachtet. Entsprechend m¨ussen Konzentrationen in Kontrollvolumina bei diesem
Verfahren durch eine r¨aumliche Umverteilung in einempostprocessingSchritt ermittelt werden.
Nach der Umverteilung k¨onnen die Berechnungen zu den reaktiven Prozessen f¨ur jedes Kon-
trollvolumen durchgef¨uhrt werden. Abschließend m¨ussen die nun ver¨anderten Konzentrationen
wieder auf die Teilchen verteilt werden [62]. Dieser Kopplungsansatz ist in Abb. 4.2 dargestellt

Reaktion
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Particle Tracking

Transport

in Zellen

Abb. 4.2: Räumliche Umverteilung von Konzentrationen und
Teilchenmassen zur Kopplung vonparticle tracking
und reaktiven Prozessen.

Particle trackingerfüllt nicht Anforderung 10. Entsprechend ist das Verfahren auf die explizi-
te Kopplung (=operator split= sequentielle Kopplung) von Transport und reaktiven Prozessen
beschränkt.

EULER-LAGRANGE’sche Verfahren wie dieEulerian Langrangian Localized Adjoint Method
(ELLAM) [23] beruhen auf sich bewegenden Kontrollvolumina, die sich der Charakteristik des
advektiven Transports im Zeit-Raum-Kontinuum anpassen. Diese Verfahren erf¨ullen Anforderung
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6. Theoretisch k¨onnten sie auch Anforderung 10 erf¨ullen. In praktischen Anwendungen ist letz-
teres jedoch nur schwer zu erreichen. Substanzen unterschiedlicher Mobilit¨at folgen unterschied-
lichen Charakteristiken. Die entsprechend notwendige Verschneidung der Raum-Zeit-Elemente,
die den Substanzen unterschiedlicher Mobilit¨at zuzuweisen sind, erfordert vergleichsweise auf-
wendige geometrische Berechnungen. Folglich sind sich bewegende Netze, wie sie in Abb. 4.3
dargestellt sind, nicht anwendbar. In der praktischen Anwendung werden die Verfahren nur bei
expliziter Kopplung mit den reaktiven Prozessen eingesetzt [22].

B
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BxBx
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Bewegtes Netz

Räumliche Umverteilung

x

Abb. 4.3: Mögliche Zeit-Raum-Diskretisierungen f¨ur EULER-
LAGRANGE’sche Methoden.

Es sollte darauf hingewiesen werden, dass die angesprochene r¨aumliche Umverteilung der Er-
gebnisse bei Anwendung desparticle trackingsoder EULER-LAGRANGE’scher Methoden zu ei-
ner künstlichen Diffusion f¨uhrt, die im Bereich jener liegt, die durch nichtlineare EULER’sche
Methoden erzeugt wird. Dadurch wird der Hauptvorteil der genannten Methoden, dass sie kei-
ne künstliche Diffusion bewirken (Anforderung 7), z.T. aufgehoben. Nichtsdestotrotz stellen sie
im Hinblick auf eine explizite Kopplung zu den reaktiven Prozessen eine attraktive Alternative
zu den angedeuteten stabilisierten EULER’schen Methoden dar, da sie negative Konzentrationen
vermeiden (Anforderung 8), ohne nichtlineare Terme in die Transportberechnung einzuf¨uhren.

Im Weiteren werden nur noch EULER’sche Methoden behandelt. Die wichtigen Aspekte der Mo-
notonie und der k¨unstlichen Diffusion werden ausf¨uhrlich in Abschnitt 5.2 behandelt.
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4.2.3 Anforderung an die Str̈omungssimulation

Sowohl der advektive als auch der diffusive Transport h¨angen von den Str¨omungsgeschwindig-
keiten ab. Piezometerh¨ohen sind im Hinblick auf den Transport von geringerem Belang. Entspre-
chend sollte die Approximation der Geschwindigkeiten durch das numerische Verfahren, das f¨ur
die Simulation der Grundwasserstr¨omung verwendet wird, so genau wie m¨oglich sein.

Anforderung 11 Das Verfahren sollte eine hohe Approximationsordnung für das Geschwindig-
keitsfeld aufweisen.

Die Massenbilanz des advektiven Transport ist direkt von der Massenbilanz der Filtergeschwin-
digkeiten abh¨angig. Folglich muss die Massenbilanz der Grundwasserstr¨omung lokal erf¨ullt sein,
um die advektiven Fl¨usse genau wiedergeben zu k¨onnen.

Anforderung 12 Das Verfahren muss die lokale Massenbilanz erfüllen.

Für die Transportberechnungen sind heterogene Strukturen von besonderm Interesse. Entspre-
chend sind Verfahren, die die Geschwindigkeitsverteilung in der N¨ahe von Diskontinuit¨aten der
hydraulischen Leitf¨ahigkeit verschmieren, ungeeignet.

Anforderung 13 Die Lösung des Verfahrens muss Diskontinuitäten der hydraulischen Leitfähig-
keit angemessen wiedergeben.



Kapitel 5

Bestehende Diskretisierungsans̈atze

Wie in Abschnitt 4.2.2 erl¨autert wurde, sind LAGRANGE’sche und EULER-LAGRANGE’sche For-
mulierungen im Hinblick auf den reaktiven Mehrkomponententransport weniger geeignet: Sie er-
fordern eine r¨aumliche Umverteilung der Ergebnisse, wie sie von den Teilmodellen f¨ur den Trans-
port und die reaktiven Prozesse ermittelt werden, und sind zudem auf eine sequentielle Kopplung
zwischen den beiden Teilmodellen beschr¨ankt. Deshalb werden im weiteren ausschließlich EU-
LER’sche Verfahren behandelt.

5.1 EULER ’sche Verfahren zur räumlichen Diskretisierung

Grundsätzlich lassen sich zwei EULER’sche Diskretisierungsverfahren f¨ur die Lösung von Er-
haltungsgesetzen unterscheiden: die Methode der Finiten Elemente (FEM) und die Methode der
Finiten Volumen (FVM). Eine vereinheitlichende Theorie, die beide Ans¨atze einschließt, ist z.B.
in [88] enthalten. In den n¨achsten beiden Abschnitten wird eine kurze Einf¨uhrung in diese Me-
thoden gegeben. Die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Schemata sind in Abschnitt 6.2 und
Abschnitt 6.4 detailierter beschrieben.

Grundsätzlich werden die Methoden f¨ur folgenden Grundtyp eines Erhaltungsgesetzes beschrie-
ben:

∂u
∂t

+ ∇ � (J(u)) � s = 0 (5.1.1)

wobeiu die betrachtete Zustandsvariable,J(u) den zugeh¨origen Fluss unds einen Quellen-/Sen-
kenterm darstellt. Im Falle der Grundwasserstr¨omung istu identisch mit der Piezometerh¨oheh,
J(u) mit der Filtergeschwindigkeit unds ist der Grundwasserneubildungs- und Entnahmeterm.
Im Falle des reaktiven Transport istu identisch mit dem Vektor der Konzentrationen,J(u) mit
den advektiv-dispersiven Massenfl¨ussen, unds beinhaltet die reaktiven Quellen-/Senkenterme.

5.1.1 Die Methode der Finiten Elemente

Da die Methode der Finiten Elemente (FEM) in vielen Lehrb¨uchern (z.B. [101]) behandelt wird,
sollen ihre Prinzipien nur kurz wiederholt werden. Die r¨aumliche Diskretisierung beruht bei der
FEM auf der Unterteilung des Gebietes in Elemente, die durch Knoten charakterisiert werden.
Sowohl die Raumkoordinaten als auch die Zustandsvariablen werden an den Knoten definiert und
innerhalb des Elementes interpoliert (isoparametrischesKonzept) [7].

Folgende einfache Elementtypen sind am gebr¨auchlichsten:

35
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� Lineare Röhrenelemente, die durch zwei Endpunkte charakterisiert werden, f¨ur eindimen-
sionale Anwendungen,

� lineare Dreieckselemente und bilineare Viereckselemente, die durch die ihre Eckpunkte
charakterisiert werden, f¨ur zweidimensionale Anwendungen,

� sowie Tetraederelemente und Hexaederelemente, die ebenfalls durch ihre Eckpunkte cha-
rakterisiert werden, f¨ur dreidimensionale Anwendungen.

Elementtypen mit mehr Knoten je Raumdimension erm¨oglichen eine h¨ohere Approximationsord-
nung, bewirken jedoch auch sehr viel gr¨oßere und st¨arker besetzte Gleichungssysteme und werden
deshalb f¨ur Grundwasserstr¨omungs- und -transportberechnungen seltener eingesetzt [77, 125].
Eine wichtige Annahme bei der FEM-Diskretisierung mit Hilfe der oben aufgef¨uhrten Element-
typen ist die Stetigkeit der betrachteten Zustandsvariablen.

Die Interpolation der Zustandsvariablen und der Raumkoordinaten innerhalb der Elemente erfolgt
mit Hilfe der AnsatzfunktionN (Gl. 5.1.2). Die Summe aller Eintr¨age inN muss an jedem Punkt
im Element eins betragen.

u = N � û (5.1.2)

û stellt den Vektor der Unbekannten an den Knoten dar.N enthält je Knoten einen Eintrag. F¨ur
die oben aufgef¨uhrten ein- und zweidimensionalen Elementtypen sind die Ansatzfunktionen in
Abb. 5.1 schematisch dargestellt.

In der Standardform der FEM wird der funktionale Zusammenhang zwischen dem FlussJ(u) und
der Unbekanntenu direkt in das Erhaltungsgesetz (Gl. 5.1.1) eingesetzt. Dies erfordert die Er-
mittlung des räumlichen Gradientens vonu innerhalb der Elemente, was durch Multiplikation des
Vektors der Unbekannten an den Knoten mit dem Gradienten der Ansatzfunktion bewerkstelligt
werden kann:

∇u= (∇N) û (5.1.3)

Durch die Einführung der Interpolation kann das Erhaltungsgesetz (Gl. 5.1.1) im Allgemeinen
nicht mehr an allen Punkten innerhalb der Elemente gew¨ahrleistet werden. Es tritt ein lokaler
Fehler, das Residuumε, auf:

∂u
∂t

+ ∇ � (J(u)) � s = ε (5.1.4)

wobei u und J(u) nunmehr die approximierten Werte innerhalb des Elementes darstellen. Das
Residuumε wird mittels der WichtungsfunktionW auf die Knoten umverteilt. Die wesentliche
Forderung der FEM-Diskretisierung lautet, dass das Integral der gewichteten ResiduenWε über
das Gesamtgebiet einen Nullvektor ergibt:

Z

V

WεdV =
nel

∑
1

Z

Vel

WεdV = 0 (5.1.5)
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Abb. 5.1: Interpolation der Unbekanntenu für ein- und zweidimensionale
Elementtypen. a: Lineares R¨ohrenelement; b: lineares Dreiecksele-
ment; c: bilineares Viereckselemente.

Bei der GALERKIN-Methode ist die WichtungsfunktionW identisch zur AnsatzfunktionN, bei
den PETROV-GALERKIN-Methoden unterscheidet sich die WichtungsfunktionW von der Ansatz-
funktionN [28].

Nach Einsetzen von (Gl. 5.1.4) in (Gl. 5.1.5) und Anwendung des GREEN’schen Theorems zur
partiellen Integration der Flussterme ergibt sich:
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Bel

Wn � J(u)dB �
Z

Vel

WsdV

1
A = 0 (5.1.6)

wobein den nach außen gerichteten Einheitsvektor normal zur Elementoberfl¨acheB darstellt. Es
ist zu beachten, dass in (Gl. 5.1.6) die Interpolation innerhalb der Elemente noch nicht eingesetzt
wurde.

Eine besondere Klasse der FEM stellen die gemischten Finiten Elemente dar. Bei diesem An-
satz werden sowohlu als auchJ(u) als primäre Unbekannte verwendet. Dies erfordert spezielle
Elementtypen [16]. Im Bereich der numerischen Behandlung der NAVIER-STOKES-Gleichungen
werden die gemischten Methoden h¨aufig verwendet, weil in diesem Fall, im Gegensatz zur Poten-
tialströmung, ein rotationsbehaftetes Str¨omungsfeld vorliegt, das mit Hilfe der Druckverteilung
allein nicht hinreichend bestimmt ist (siehe z.B. [93]). In den zur¨uckliegenden Jahren hat die
gemischte FEM vermehrt Anwendung f¨ur Grundwasserprobleme gefunden [25, 59, 140]. Die
Methode der gemischt-hybriden Elemente wird in Abschnitt 6.2.1 beschrieben.
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Im Standardfall der FEM wird lediglichu als primäre Unbekannte verwendet. Setzt man die
Definition vonJ(u) für die Grundwasserstr¨omung bzw. den Stofftransport sowie (Gl. 5.1.2) und
(Gl. 5.1.3) in (Gl. 5.1.6) ein, so ergibt sich:
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Die Randintegrale in (Gl. 5.1.7) und (Gl. 5.1.8) heben sich f¨ur interne Elementr¨ander auf und
müssen nur am Rand des Gesamtgebietes als Randbedingung definiert werden.

Bei der semidiskreten Formulierung der FEM wird f¨ur die zeitliche Diskretisierung eine von der
Raumdiskretisierung unabh¨angige Methode angewendet (siehe Abschnitt 5.3). Im einfachsten
Fall handelt es sich um eine Ein-Punkt-Integration auf der Grundlage einer lineare Interpolation
in Zeitrichtung. Die sich daraus ergebenden linearen Gleichungssysteme sind positiv-definit und
symmetrisch im Fall der Grundwasserstr¨omung sowie positiv-definit und unsymmetrisch im Fall
des Stofftransports.

Folgende Eigenschaften des Diskretisierungsansatzes sind bemerkenswert:

� Es wird eine stetige Verteilung der betrachteten Zustandsvariablen angenommen. Im Fall
der Grundwasserstr¨omung ist dies eine wichtige Eigenschaft, da die Piezometerh¨ohen auch
in der Natur kontinuierlich sind. Im Fall des Stofftransports kann Kontinuit¨at problematisch
sein, da in der Natur sehr scharfe Fronten auftreten k¨onnen, die durch eine diskontinuierli-
che Approximation besser beschrieben werden k¨onnen.

� Im Fall der Grundwasserstr¨omung müssen die Geschwindigkeiten durch r¨aumliche Ablei-
tung in einempostprocessingSchritt ermittelt werden. Die Normalfl¨usseüber die Element-
kanten sind nicht konform, wohingegen die Fl¨usse parallel zu den Elementkanten konform
sind. Dieses Verhalten ist nicht physikalisch. Bei Anwendung HERMITER Polynome [7]
als Ansatz-und Wichtungsfunktionen kann diese Problem f¨ur den Fall konstanter hydrau-
lischer LeitfähigkeitenK überwunden werden, das nicht-konforme Verhalten bleibt jedoch
bei diskontinuierlichen hydraulischen Leitf¨ahigkeiten erhalten.

� Für eindimensionale Anwendungen entspricht die GALERKIN-Methode der Methode der
Finiten Volumen (FVM), wenn f¨ur Letztere die zentrale Wichtung der Zustandsvariable
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und die arithmetrische Mittelung der Materialeigenschaften vorgenommen wird. Bestimm-
te PETROV-GALERKIN-Methoden entsprechen derupstream-Wichtung in der FVM eben-
falls bei arithmetrischer Mittelung der Materialeigenschaften. Wie im Abschnitt ¨uber die
FVM gezeigt wird, ist die arithmetrische Mittellung f¨ur die Grundwasserstr¨omung und die
dispersiven Fl¨usse ung¨unstig.

� Bilineare Elemente f¨uhren auf einem strukturierten Netz zu einem 9-Punkt Differentiati-
onsstern. Dies erm¨oglicht eine Konsistenz zweiter Ordnung f¨ur die gemischten Ableitun-
gen∂u2=∂x∂y, die berücksichtigt werden m¨ussen, wennK bzw. D voll besetzte Matrizen
darstellen. F¨ur den advektiven Transport hingegen ist kein 9-Punkt-Stern erforderlich. Er
kann sogar zu zus¨atzlichen Stabilit¨atsproblemen f¨uhren (siehe Abschnitt 5.2).

5.1.2 Die Methode der Finiten Volumen

Bei der Methode der Finiten Volumen (FVM) wird das Untersuchungsgebiet in eine bestimmte
Anzahl Kontrollvolumina unterteilt. Grunds¨atzlich können die Kontrollvolumina jede r¨aumliche
Form aufweisen, im weiteren werden jedoch speziell viereckige Kontrollvolumina f¨ur zweidi-
mensionale Anwendungen betrachtet. Im Gegensatz zur FEM, wird bei der FVM die Unbekannte
u am Kontrollvolumen selbst und nicht an seinen Ecken definiert. Bei gitterorientierten Finiten
Volumen bilden die Knoten eines Netzes die Zentren der Kontrollvolumina, wodurch eine zur
FEM ähnliche Diskretisierung erreicht wird. Bei den hier behandelten elementorientierten Fini-
ten Volumen sind die Knoten des Netzes die Ecken der Kontrollvolumina. Das Prinzip wird in
Abb. 5.2 graphisch verdeutlicht.

Das generelle Erhaltungsgesetz (Gl. 5.1.1) wird nunmehr an den einzelnen Kontrollvolumina for-
muliert:

Z

Vi

∂u
∂t

dV +
Z
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n �J(u)dB �
Z

Vi

sdV = 0 (5.1.9)

wobeiVi das Volumen undBi den Rand des Kontrollvolumensi darstellt. Durch Einf¨uhrung einer
Ein-Punkt-Integration vereinfacht sich (Gl. 5.1.9) wie folgt:

Vi
∂ûi

∂t
+

nB

∑
b=1

Abn �Jb(u) � Vi s = 0 (5.1.10)

wobei ûi den Mittelwert der betrachteten Zustandsvaribalen im Kontrollvolumeni und Ab die
Fläche des Randesb darstellt. Die Summe der Gleichungen (Gl. 5.1.10) f¨ur alle Kontrollvolumina
führt zu dem zu l¨osenden System gew¨ohnlicher Differentialgleichungen.

Ermittlung der Fl üsse für die Grundwasserströmung und den dispersiven Transport

Der entscheidende Punkt bei der FVM ist die Ermittlung der Fl¨usseJ(u). Im Falle elliptischer und
parabolischer Erhaltungss¨atze wie bei der Grundwasserstr¨omung und dem diffusiven Stofftrans-
port sind die Flüsse proportional zu dem r¨aumlichen Gradienten der Unbekanntenu. Unter der
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Abb. 5.2: Prinzip der elementorientierten Metho-
de der Finiten Volumen (FVM) (durch-
gezogene Linie) im Vergleich zur FEM-
Diskretisierung (gestrichelte Linie).

Annahme, dass der Wert im Schwerpunkt jeder Zelle genau dem mittleren Zellenwert entspricht,
kann dieser Gradient f¨ur eindimensionale Anwendungen wie folgt approximiert werden:

∂u
∂x

����
i+1=2

� 2(ui+1 � ui)

∆xi + ∆xi+1
(5.1.11)

wobei∆xi die Gitterweite in Zellei darstellt. Für konstante Werte vonK bzw. D lassen sich die
Flüsse somit direkt ermitteln. Wenn sich jedoch die Werte vonK bzw. D von einer Zelle zur
Nachbarzelle ¨andern, muss ein geeigneter Mittelwert eingesetzt werden. Dies l¨asst sich anhand
der eindimensionalen Grundwasserstr¨omung, bei der die Piezometerh¨ohe h die Unbekannteu
darstellt, erklären (siehe Abb. 5.3).

Sowohl für den Fluss ¨uber die Grenzfl¨ache als auch f¨ur die Piezometerh¨ohe wird Kontinuität
verlangt. Dies ergibt:

qi;i+1 = � 2(hi+1=2 � hi)

∆xi
Ki = � 2(hi+1 � hi+1=2)

∆xi+1
Ki+1 (5.1.12)

wobei qi;i+1 die Filtergeschwindigkeit zwischen den Zelleni und i + 1, sowiehi+1=2 den Wert
von h an der Grenzfl¨ache darstellt. Letzterer kann nach Umstellung von (Gl. 5.1.12) wie folgt
bestimmt werden:

hi+1=2 =
∆xiKi+1hi+1 + ∆xi+1Kihi

∆xi+1Ki + ∆xiKi+1
(5.1.13)
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Abb. 5.3: FVM für die eindimensionale Grundwasserstr¨omung. Approximati-
on kontinuierlicher Filtergeschwindigkeiten und Piezometerh¨ohen
an der Grenzfl¨ache zweier Zellen mit unterschiedlicher hydrauli-
scher Leitfähigkeit.

Nach Einsetzen von (Gl. 5.1.13) in (Gl. 5.1.12) ergibt sich:

qi;i+1 = � 2(hi+1 � hi)

∆xi + ∆xi+1

�
(∆xi + ∆xi+1)KiKi+1

∆xiKi+1 + ∆xi+1Ki

�
| {z }

Ki+1=2

(5.1.14)

wobeiKi+1=2 das abstandsgewichtete harmonische Mittel vonKi andKi+1 darstellt.
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Abb. 5.4: FVM für zweidimensionale elliptisch/parabolische Problemstellun-
gen. (a) Wahl der Entwicklungspunkte f¨ur die Ermittlung der Fl¨usse
zwischen den Zellen. (b) Einfl¨usse der umgebenden Zellen auf den
Fluss zwischen den Zelleni; j und i+1; j.

Für zweidimensionale Anwendungen sind in Abb. 5.4(a) die zur Zellei; j gehörigen Flüsse auf-
getragen. Die Fl¨usse werden an den Kantenmittelpunkten ermittelt. Hierbei kann f¨ur die Haupt-
diagonaleintr¨age vonK bzw.D dieselbe Mittelungsprozedur angewendet werden, wie sie f¨ur den
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eindimensionalen Fall hergeleitet wurde. Im Gegensatz hierzu ist die Behandlung der Nebendia-
gonaleinträge schwieriger. Unter der Annahme eines rechteckigen zweidimensionalen Netzes soll
zunächst der r¨aumliche Gradient parallel zu einer Grenzfl¨ache zwischen den Zelleni; j undi+1; j
wie folgt ermittelt werden:

∂u
∂y

����
i+1=2; j

� (ui; j+1 + ui+1; j+1 � ui; j�1 � ui+1; j�1)

∆yj�1 + 2∆yj + ∆yj+1
(5.1.15)

Setzt man (Gl. 5.1.15) und (Gl. 5.1.11) in die Definition des Flusses zwischen den Zelleni; j und
i+1; j ein, so ergeben sich u.a. Einfl¨usse der Diagonalzellen auf den Fluss und damit auf den Wert
der Unbekannten in den Zelleni; j undi+1; j (siehe hierzu Abb. 5.4(b)). Der Einfluss der Diago-
nalzellei +1; j +1 auf die Zellei; j ergibt sich aus den Querfl¨ussen an den Kanteni +1=2; j und
i; j + 1=2. Die zugeh¨origen Koeffizienten werden an den entsprechenden Kantenmittelpunkten
berechnet.

Selbstverst¨andlich besteht auch ein R¨uckeinfluss von der Zellei; j auf die Zellei +1; j +1. Al-
lerdings werden die Koeffizienten hierf¨ur an den Kanteni+1=2; j +1 undi+1; j +1=2 ermittelt
und können sich somit von den erstgenannten unterscheiden. Daraus ergibt sich ein nichtsymme-
trisches Gleichungssystem.

Ermittlung der Fl üsse für den advektiven Transport

Im Falle hyperbolischer Erhaltungss¨atze erster Ordnung ist der Fluss ¨uber die Grenzfl¨ache propor-
tional zum Wert der Unbekanntenu. Im Falle des advektiven Transportes muss der Normalanteil
der Filtergeschwindigkeit mit einer Konzentrationc an der Grenzfl¨ache multipliziert werden, um
den MassenflussJm über die Grenzfl¨ache zu erhalten. Die Filtergeschwindigkeit ergibt sich hier-
bei direkt aus der Str¨omungsberechnung. F¨ur die Wahl der Konzentration an der Grenzfl¨ache
bestehen hingegen mehrere M¨oglichkeiten wie z.B.:

� die mittlere Konzentration in der oberstromigen Zelle (upstreamWichtung) und

� dem arithmetrischen Mittelwert der Konzentrationen in der ober- und unterstromigen Zelle
(zentrale Wichtung).

Eine Untersuchung des Abbruchfehlers, der sich aus einer TAYLOR-Reihenentwicklung ergibt,
führt zu einer Genauigkeit zweiter Ordnung im Falle der zentrale Wichtung, wohingegen die
upstreamWichtung nur von erster Ordnung genau ist (siehe z.B. [139]). Nichtsdestotrotz ist die
upstreamWichtung physikalisch sinnvoll, da der Informationsfluss beim advektiven Transport
von ober- nach unterstrom gerichtet ist. Wie in Abschnitt 5.2 gezeigt wird, erh¨alt die upstream
Wichtung die Monotonie einer Konzentrationsverteilung, wohingegen die zentrale Wichtung zu
Oszillationen führen kann.
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5.2 Monotonie und künstliche Diffusion

In Abschnitt 4.2.2 wurden Anforderungen an das Verfahren f¨ur die Transportsimulation auf-
geführt. Eine besondere Bedeutung haben hierbei die Anforderungen 7 (Minimierung der k¨unstli-
chen Diffusion) und 8 (Erhalt der Monotonie). Diese Anforderungen k¨onnen von den klassischen
EULER’schen Verfahren im Falle des advektionsdominierten Transports nicht gleichzeitig erf¨ullt
werden. Die zentrale Wichtung bei der FVM und das GALERKIN-Verfahren bei der FEM f¨uhrt zu
Oszillationen, wenn die PECLET-Zahl Pe= ve∆x=D den Wert von zwei ¨uberschreitet. Daf¨ur be-
wirken diese Verfahren keine k¨unstliche Diffusion. DieupstreamWichtung ist monoton, bewirkt
jedoch eine k¨unstliche Diffusion mit einem Diffusionskoeffizienten vonve∆x=2 [146].

In den folgenden Abschnitten soll erl¨autert werden, unter welchen Bedingungen FVM-Verfahren
Monotonie erhalten k¨onnen und welche Verfahren hierbei so wenig k¨unstliche Diffusion wie
möglich bewirken. Dies wird zun¨achst anhand des eindimensionalen advektiven Transports un-
tersucht und anschließend auf mehrdimensionale Probleme erweitert. Abschließend soll die Mo-
notonie für den dispersiven Transport angesprochen werden.

5.2.1 Monotone Verfahren für den eindimensionalen advektiven Transport

Slope LimiterMethoden

Um dem Verst¨andnis näher zu kommen, unter welchen Bedingungen die Monotonie einer eindi-
mensionalen FVM-Diskretisierung erreicht werden kann, wird zun¨achst dieupstreamWichtung
im Rahmen von GODUNOV [78] betrachtet. GODUNOV schlug zur Lösung von hyperbolischen
Problemen vor, die explizite L¨osung von RIEMANN-Problemen in Zellen vorzunehmen. F¨ur eindi-
mensionale Fragestellungen ist dies vergleichsweise einfach. Das Schema besteht aus drei Schrit-
ten:

1. Konstruiere f¨ur gegebenen Mittelwerte der Unbekannten in Zellencn
i eine Funktion inner-

halb der Zellen ˜c(x; tn) (stückweise konstant im Falle des GODUNOV-Verfahrens).

2. Löse mit dieser Funktion den Erhaltungssatz exakt, um ˜c(x; tn+1) zu erhalten.

3. Berechne f¨ur die Lösung die Mittelwerte in den Zellencn+1
i .

Abb. 5.5 verdeutlicht das Verfahren f¨ur den Fall der st¨uckweise konstanten Rekonstuktion der
Konzentration. Mit den schwarzen Punkten werden die Mittelwerte des vorhergehenden Zeit-
schrittes bezeichnet und mit den offenen Kreisen die Mittelwerte der Konzentration f¨ur den neuen
Zeitschritt.

Der über die Zeitschrittweite integrierte Massenfluss zwischen den Zelleni�1 undi ergibt sich
entsprechend aus:

Fi�1;i = Ai�1=2vi�1;i∆tcn
i�1 (5.2.16)

Wie aus Abb. 5.5 hervorgeht, wird mit dem Verfahren die exakte L¨osung ermittelt, wenn die
COURANT-ZahlCr = ve∆t=∆x genau eins betr¨agt. Eine COURANT-Zahl größer eins w¨urde Insta-
bilit äten bewirken, da bei der expliziten Zeitintegration die Information lediglich von einer Zelle
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t+dt
c

j j+1 j+2j-1j-2 x

c

j j+1 j+2j-1j-2 x

v t

Abb. 5.5: Veranschaulichung des GODUNOV-
Verfahens.

in ihre Nachbarzelle und nicht dar¨uberhinaus ¨ubertragen werden kann. Eine COURANT-Zahl klei-
ner eins bewirkt infolge der Mittelung verschmierte L¨osungen.

Die Monotonie erhaltende Wirkung der Schritte 2 und 3 liegt auf der Hand: Weder die exakte
Lösung des RIEMANN-Problems noch die Mittelungsprozedur erzeugen neue Extrema. Im Falle
der stückweise konstanten Rekonstruktion der Konzentrationsverteilung in den Zellen ist auch
Schritt 1 monoton. Sollen jedoch andere Rekonstruktionen verwendet werden, so muss zun¨achst
sichergestellt werden, dass sie zu keinen neuen Extrema f¨uhren.

In diesem Zusammenhang sollte darauf hingewiesen werden, dass das inkonsistente PETROV-
GALERKIN-Verfahren in der FEM derupstreamWichtung in der FVM entspricht. Bei eindimen-
sionalen Problemen ergeben sich identische Mobilit¨atsmatrizen. Dies ist, wie im Weiteren gezeigt
werden wird, für mehrdimensionale Probleme nicht der Fall.

Die einfachste Erweiterung des GODUNOV-Verfahrens beruht auf einer st¨uckweise lineare Re-
konstruktion der Konzentrationsverteilung in den Zellen. Die Gruppe dieser Verfahren werden
slope limiterMethoden genannt [191]. Um die Massenbilanz der Zelle zu erf¨ullen, muss die Kon-
zentration im Zellenmittelpunkt der mittleren Zellenkonzentration entsprechen. Das Verfahren
wird in Abb. 5.6 illustriert.
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t+dt
c

j j+1 j+2j-1j-2 x

c

j j+1 j+2j-1j-2 x

v t

Abb. 5.6: Erweiterung des GODUNOV-Verfahrens
unter Annahme einer st¨uckweise linearen
Konzentrationsverteilung.

Derüber die Zeitschrittweite intgerierte Massenfluss zwischen den Zelleni�1 undi kann numehr
nach Definition eines Gradientensi in der Zellei wie folgt ermittelt werden:

Fi�1;i = Ai�1=2vi�1;i∆t

�
cn

i�1+sn
i�1

�
∆xi�1�vi�1;i∆t

2

��
(5.2.17)

In (Gl. 5.2.17) wird eine explizite Zeitintegration angewendet. Dies ist strenggenommen nur f¨ur
eindimensionale Probleme ohne Quellen und Senken m¨oglich. Bei der semidiskreten Form des
slope limiterVerfahrens wird die exkate L¨osung des RIEMANN-Problems durch eine numeri-
sche Integration in Zeitrichtung ersetzt. Letztere kann implizit durchgef¨uhrt werden. F¨ur einen
bestimmten Zeitpunkt ergibt sich hierbei der Massenfluss an der Grenzfl¨ache der Zellen aus:

Ji�1;i;t = vi1;i;t(ci�1;t +si�1;t∆xi�1=2) (5.2.18)

Wenn man (Gl. 5.2.18) in (Gl. 5.1.10) einsetzt, ergibt sich ein nichtlineares Differentialglei-
chungssystem, das bei Anwendung impliziter Zeitintegrationsmethoden der Linearisierung be-
darf. Im Gegensatz hierzu erfordert die explizite Methode f¨ur eindimensionale Probleme, wie sie
in (Gl. 5.2.17) aufgef¨uhrt sind, kein Linearisierungsverfahren.
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Der entscheidende Schritt desslope limiterVerfahrens besteht in der Wahl der Gradienten. Die
Konstruktion einiger m¨oglicher Gradienten, die sich direkt aus der Konzentrationsverteilung er-
geben, sind in Abb. 5.7 dargestellt. Sie lassen sich wie folgt berechnen:

sdwn
lin =

2(ci+1�ci)

∆xi+1+∆xi

sdwn
max =

2(ci+1�ci)

∆xi

sup
lin =

2(ci�ci�1)

∆xi +∆xi�1

sup
max =

2(ci�ci�1)

∆xi

(5.2.19)

lin

dwn

∆xj-1 ∆xj ∆xj+1

s

up

v

j j+1j-1

sdwn

s

s
lin

max

up

max

Abb. 5.7: Definition möglicher Gradienten f¨ur das
slope limiterVerfahren.

Die Indizes der Zellen in (Gl. 5.2.19) nehmen in Str¨omungsrichtung zu. Im Folgenden wird eine
Größeθ als Maß für die Krümmung der Konzentrationsverteilung eingef¨uhrt. θ ist wie folgt
definiert:

θ =
sup
lin

sdwn
lin

(5.2.20)

In Abb. 5.8 sind die in (Gl. 5.2.19) definierten Gradienten als Funktion der Kr¨ummungθ für den
Fall einesäquidistanten Gitters als Linien dargestellt.
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Wie bereits ausgef¨uhrt wurde, bewahrt das Gesamtverfahren die Monotonie einer Konzentrations-
verteilung, wenn dies bei der Rekonstruktion der Konzentrationsverteilung in den Zellen erreicht
wird. Genau genommen ist die Wahl einer Monotonie erhaltende Rekonstruktion nicht in allen
Fällen notwendig, da der Mittelungsprozess nach der exakten L¨osung des RIEMANN-Problems
zu einer Verschmierung der Konzentrationsverteilung f¨uhrt. Wenn jedoch eine Monotonie erhal-
tende Rekonstruktion gew¨ahlt wird, müssen diese Verschmierungseffekte bei der Rekonstruktion
nicht a priori abgesch¨atzt werden. Dies f¨uhrt zu folgenden Einschr¨ankungen bei der Wahl der
Gradienten:

� Für eine Zelle, die ein lokales Extremum darstellt (θ < 0) muss die Konzentrationsvertei-
lung innerhalb der Zelle konstant sein (s= 0).

� Die rekonstruierte Funktion darf nicht zu ¨ortlichen Konzentrationen außerhalb des Bereichs
[cj�1;cj+1] führen. Dies entspricht:jsj<min(jsdwn

maxj; jsup
maxj).

Wennsdwn
lin als Gradient eingesetzt wird, so entspricht dies dem LAX -WENDROFF-Verfahren, wo-

hingegen ein Gradient vonsup
lin dem BEAM-WARMING-Verfahren gleichkommt [122]. Diese bei-

den Verfahren weisen eine Konsistenz zweiter Ordnung auf. Entsprechend kann f¨ur jeden Gra-
dienten zwischensup

lin und sdwn
lin eine Konsistenz zweiter Ordnung angenommen werden. Wenn

zusätzlich die oben aufgef¨uhrten Bedingungen zum Erhalt der Monotonie einer Konzentrations-
verteilung erfüllt werden sollen, so kann imφ� θ Diagramm eine Region zweiter Ordnung de-
finiert werden, die die Monotonie einer Konzentrationsverteilung bewahrt. Diese Region ist in
Abb. 5.8 dargestellt.

lin
dwns

lin
ups

lin
dwns

θ=

lin
dwns

maxs ups lin
ups

max
dwns

s= s=

s=

s=

s=0

φ=

Abb. 5.8: Monotonie erhaltende Region zweiter Ordnung f¨ur das
slope limiterVerfahren.

Es wurden verschiedenelimiter Funktionen, die in die Monotonie erhaltende Region zweiter Ord-
nung fallen, entwickelt [122]. Derminmod Limiterfolgt der unteren Begrenzung dieser Region,
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wohingegen ROE’s Superbee Limiter[161] der oberen Begerenzung folgt. DerVAN LEER Limiter
entspricht einer glatten Interpolation ober- und unterstromiger Gradienten.

Die Rekonstruktion nach demminmod slope limiterist wie folgt definiert:

i f sdwn
lin �sup

lin < 0 then s= 0

elsei f jsup
linj< jsdwn

lin j then s= sup
lin

else s= sdwn
lin

(5.2.21)

Abb. 5.9 veranschaulicht beispielhaft die Anwendung desminmod slope limiter’s.

Die Rekonstruktion f¨ur ROE’s Superbee limiterist folgendermaßen definiert:

i f sdwn
lin �sup

lin < 0 then s= 0

elsei f jsup
maxj< jsdwn

lin j then s= sup
max

elsei f jsdwn
lin j> jsup

linj then s= sdwn
lin

elsei f jsup
linj< jsdwn

maxj then s= sup
lin

else s= sdwn
max

(5.2.22)

Der VAN LEER limiter ergibt sich für Nichtextrema aus dem harmonischen Mittel der linearen
ober- und unterstromigen Gradienten:

i f sdwn
lin �sup

lin < 0 then s= 0

else s=
2sup

linsdwn
lin

sup
lin +sdwn

lin

(5.2.23)

Flux-Corrected Transport

DasFlux-Corrected Transport(FCT)-Verfahren wurde von BORIS & B OOK [13] entwickelt und
stellte eines des ersten monotonen Verfahren h¨oherer Ordnung dar. Es wurde von ZALESAK [200]
für die Anwendung in mehreren Dimensionen erweitert und konnte im Gegensatz zumslope
limiter Verfahren auf die FEM ¨ubertragen werden [149, 127].

Das Verfahren beruht darauf, eine monotone Methode niedriger Ordnung mit einer oszillierenden
Methode h¨oherer Ordnung im Sinne eines Pr¨adiktor-Korrektor Verfahrens zu kombinieren, wo-
bei das monotone Verfahren den Pr¨adiktor darstellt. Die Fl¨usse h¨oherer Ordnung werden in einer
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Abb. 5.9: Räumliche Approximation der Konzentrationen beiupstreamWichtung (oben) und bei
Anwendung desminmod slope limiter’s (unten).
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solchen Weise begrenzt, dass keine neuen Extrema im Vergleich zum zur¨uckliegenden Zeitschritt
und der Lösung niedrigerer Ordnung entstehen. Dadurch wird die Monotonie einer Konzentrati-
onsverteilung erhalten. Dieses Prinzip wird in Abb. 5.10 veranschaulicht.

c

c

c

c

c

x

x

x

x

x

Verfahren niedrigerer Ordnung

Lösung zum neuen Zeitpunkt

Lösung zum alten Zeitpunkt

Lösung zum neuen Zeitpunkt

Verfahren höherer Ordnung

FCT-LösungMaximal/minmal erlaubter Wert

für den markierten Knoten

min

max

Abb. 5.10: Prinzip desFlux-Corrected TransportVerfahrens.

Die Massenfl¨usseF = JA werden zun¨achst unabh¨angig voneinder f¨ur das Verfahren h¨oherer und
niedrigerer Ordnung ermittelt. Die tiefgestellten Indizesh undl bezeichnen das Verfahren h¨oherer
bzw. niedrigerer Ordnung. Auf der Grundlage dieser beiden Fl¨usse kann ein sogenannter antidif-
fusiver FlussFad errechnet werden:

Fad(i +1=2) = Fh(i +1=2)�Fl(i +1=2) (5.2.24)
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Die antidiffusen Fl¨usse werden zum Erhalt der Monotonie durch die Einf¨uhrung eines Faktors
Ti+1=2 begrenzt:

Fc
ad(i +1=2) = Ti+1=2Fad(i +1=2) (5.2.25)

wobeiTi+1=2 zwischen 0 und 1 liegt. Schließlich werden die korrigierten antidiffusen Fl¨usse, die
zu einer Zelle geh¨oren, zur Lösung niedrigerer Ordnung hinzuaddiert. Dies f¨uhrt zur endg¨ultigen
Korrektorlösung:

∆ci = Fc
ad(i�1=2)�Fc

ad(i +1=2 (5.2.26)

ĉi
f ct = ci

l +
∆t
Vi

∆ci (5.2.27)

Die entscheidende Prozedur zur Begrenzung der antidiffusen Fl¨usse besteht aus den folgenden
vier Schritten:

Addition aller positiven/negativen antidiffusiven Flüsse an einer Zelle

P+i = max(0;Fad(i�1=2))+max(0;�Fad(i +1=2))

P�i = max(0;�Fad(i�1=2))+max(0;Fad(i +1=2))

(5.2.28)

Definition der maximal/minimal zul ässigen antidiffusen Flüsse an einer Zelle

Q+
i =

Vi

∆t

�
cmax

i �cl
i

�

Q�

i =
Vi

∆t

�
cmin

i �cl
i

� (5.2.29)

mit der Definition voncmax
i undcmin

i :

cmax
i = max

�
cl

i ;c
l
i+1;c

l
i�1;ci(tn);ci+1(tn);ci�1(tn)

�
cmin

i = min
�
cl

i ;c
l
i+1;c

l
i�1;ci(tn);ci+1(tn);ci�1(tn)

� (5.2.30)
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Berechnung des Verḧaltnisses zwischenQ�

i und P�i

R+i = min

�
1;

Q+
i

P+i

�
i f P+

i 6= 0

= 0 i f P+
i = 0

R�i = min

�
1;

Q�

i

P�i

�
i f P�i 6= 0

= 0 i f P�i = 0

(5.2.31)

Definition von Ti+1=2

Ti+1=2 = min

�
R+i ;R

+
i+1 i f Fad(i +1=2)> 0

R�i ;R
�

i+1 i f Fad(i +1=2)< 0

�
(5.2.32)

Der FCT-Algorithmus ist nur dann monoton, wenn das Verfahren niedrigerer Ordnung mono-
ton ist. In Gebieten glatter Konzentrationsverteilung erreicht es die Approximationsordnung des
Verfahrens h¨oherer Ordnung, in der N¨ahe von Diskontinuit¨atenähnelt es mehr dem Verfahren
niedrigerer Ordnung.

Der FCT-Algorithmus ist nichtlinear, die Linearisierung besteht jedoch nur aus einem einfachen
Prädiktor-Begrenzungs-Korrektor Durchgang. F¨ur mehrdimensionale Anwendungen, bei denen
dasslope limiterVerfahren eine implizite Zeitintegration und damit ein Linearisierungsverfahren
erfordert, ist somit das FCT-Verfahren ¨uberlegen. Allerdings kann es nicht in die Linienmethode
zur Zeitintegration (siehe Abschnitt 5.3) eingebunden werden, da Letzteres nur f¨ur semidiskrete
Verfahren möglich ist.

Vergleich der Methoden

Mit den aufgeführten Methoden sowie einigen nicht aufgef¨uhrten FEM-Ans¨atzen wurden ausf¨uhr-
liche Vergleichsrechnungen durchgef¨uhrt [31], die an dieser Stelle aus Platzgr¨unden nicht wieder-
holt werden sollen. Folgende Schlussfolgerungen hatten sich hierbei ergeben:

� Alle linearen Methoden f¨uhren in der N¨ahe von Diskontinuit¨aten entweder zu oszillierenden
Lösungen (z.B. das GALERKIN-Verfahren) oder zu starker k¨unstlicher Diffusion (z.B. die
uspstreamgewichtete FVM).

� Monotonie erhaltende Verfahren h¨oherer Ordnung m¨ussen nichtlinear sein.

� Das FCT-Verfahren ist vergleichsweise einfach zu implementieren und erfordert etwa den
doppelten Rechenaufwand im Vergleich zu linearen Verfahren. Eine weitere Linearisierung
ist nicht erforderlich.

� Für eindimensionale Probleme ohne zus¨atzliche Quellen-/Senkenterme kann dasslope limi-
ter Verfahren mit expliziter Zeitintegration eingesetzt werden. Wenn jedoch eine implizite
Zeitintegration erforderlich wird, steigt der Rechenaufwand wegen der Linearisierung dra-
matisch an.



5.2. Monotonie und k¨unstliche Diffusion 53

� ROE’s Superbee Limiterund das FCT-Verfahren f¨uhren zu vergleichbar scharfen Fronten.

� Für eindimensionale Probleme k¨onnen die Standard-FVM-Ans¨atzeupstreambzw. Zentral-
wichtung direkt in FEM-Ans¨atzeübertragen werden. Dies gilt auch f¨ur das FCT-Verfahren.
In Gegensatz hierzu kann dasslope limiterVerfahren nicht auf die FEM ¨ubertragen werden.
Es bestehen jedoch auch f¨ur die FEM Ansätze, die eine Addition k¨unstlicher Diffusion vom
Verhalten der L¨osung abh¨angig machen [100].

5.2.2 Erweiterungen für den mehrdimensionalen advektiven Transport

Für die Erweiterung derSlope limiterMethode auf mehreren Dimensionen ist die exakte mehrdi-
mensionale L¨osung des RIEMANN-Problems notwendig. Die Ermittlung Letzterer ist vergleichs-
weise schwierig, wenn das Netz nicht an den Stromlinien orientiert ist. In diesem Fall m¨ussen zur
Ermittlung des ¨uber die Zeitschrittweite integrierten Massenflusses ¨uber eine Grenzfl¨ache nicht
nur die Gradienten in einer einzelnen sondern in mehreren oberstromigen Zellen ber¨ucksichtigt
werden. Auf strukturierten Netzen bietet sich an, das zweidimensionale Problem in zwei eindi-
mensionale Probleme jeweils bezogen auf die Spalten und Reihen zu entkoppeln und die Teilpro-
bleme sequentiell zu l¨osen (directional splitting) [93]. Diese Entkopplung f¨uhrt zu einem zus¨atz-
lichen Approximationsfehler. Dar¨uberhinaus besteht auf unstruktierten Netzen keine Reihen- und
Spaltenanordnung.

Um eine hohe Approximationsordnung des Verfahrens auf beliebigen Netzen zu erreichen, kann
es nur in der semidiskreten From angewendet werden. Ein r¨aumlicher Gradient der Konzentration
innerhalb der Zelle muss nun f¨ur beide Raumrichtungen angegeben werden. Hierbei k¨onnen alle
aufgeführten limiter Funktionen verwendet werden. Allerdings entsteht bei diesem Ansatz ein
großes nichtlineares Gleichungssystem, dessen L¨osung vergleichsweise aufwendig ist.

Bei Anwendung stromlinienorientierter Netze vereinfacht sich der mehrdimensionale advekti-
ve Transport zu einer Gruppe quasi-eindimensionaler Probleme in Stromr¨ohren, die unabh¨angig
voneinander gel¨ost werden k¨onnen. Damit kann die explizite Zeitintegrationsmethode wie sie in
(Gl. 5.2.17) aufgef¨uhrt wurde, angewendet werden, und es entf¨allt eine weitere Linearisierung.

Eine Erweiterung desFCT-Verfahrens auf mehrere Dimensionen wurde von [200] eingef¨uhrt.
Sie kann vergleichsweise einfach aus dem eindimensionalen Fall abgeleitet werden. Genauere
Erläuterungen zum Einsatz des Verfahrens sind unter Ber¨ucksichtigung einiger spezifischer Er-
weiterungen der Methode in Abschnitt 6.4.1 wiedergegeben.

Anmerkungen zur FEM-Diskretisierung in mehrerern Dimensionen

Wie bereits ausgef¨uhrt wurde, ist die Approximation advektiver Fl¨usse durch die GALERKIN-
Methode (FEM) und die zentral gewichtete FVM bei eindimensionalen Anwendungen identisch.
Dies gilt ebenso f¨ur die Approximation der advektiver Fl¨usse durch das inkonsistente PETROV-
GALERKIN-Verfahren und dieupstreamgewichtete FVM. Diese Identit¨aten bestehen bei mehr-
dimensionalen Anwendungen nicht mehr.

In der FEM werden die Fl¨usse in Form einer Mobilit¨atsmatrix durch die Interpolation-/Wich-
tungsprozedur ermittelt. F¨ur Viereckselemente in einem strukturierten Netz f¨uhrt dies zu einem
9-Punkt-Stern f¨ur den advektiven Transport. Im Gegensatz hierzu f¨uhrt die FVM nach Abschnitt



54 Kapitel 5: Bestehende Diskretisierungsans¨atze

5.1.2 zu einem 5-Punkt-Stern. F¨ur den advektiven Transport ist bereits der 5-Punkt-Stern von
zweiter Ordnung genau, da keine gemischten Ableitungen ermittelt werden m¨ussen.

Für ein rechteckiges Netz mit regelm¨aßigem Gitterabstand und konstanten Koeffizienten k¨onnen
FEM-Flüsse leicht als FVM-Fl¨usse interpretiert werden, indem die Matrizen eines Knotens ver-
glichen werden [31]. Aus diesem Vergleich ergibt sich:

� Die advektiven Fl¨usse zwischen zwei Knoten, wie sie sich aus dem GALERKIN-Verfahren
ergeben, entsprechen der Summe dreier paralleler zentral gewichteter FVM-Fl¨usse mit den
Wichtungen von 1/6 - 2/3 - 1/6.

� Dies gilt auch für die diffusiven Flüsse, die sich aus den Diagonaleintr¨agenDxx undDyy des
Dispersionstensors ergeben. Die Terme der Querdiffusion sind bei der FEM identisch zur
FVM, wie sie in Abschnitt 5.1.2 behandelt wurden.

� Die FEM-Massenmatrix besteht aus der Summe von je drei parallelen FVM-Massen je
räumlicher Richtung. Die Wichtungen betragen wiederum 1/6 - 2/3 - 1/6 je r¨aumlicher
Richtung. Anwendung vonmass lumping̈uberführt die FEM-Massenmatrix in eine FVM-
Massenmatrix, wohingegenmass lumpingkeine Veränderung der Mobilit¨atsmatrix bein-
haltet [98].

� UpstreamWichtung in der FVM und das inkonsistente PETROV-GALERKIN-Verfahren sind
nicht äquivalent im oben beschriebenen Rahmen:upstreamWichtung in der FVM führt
zu einem Tensor der k¨unstlichen Diffusion, der lediglich Diagonaleintr¨age beinhaltet, wo-
hingegen der Tensor der k¨unstlichen Diffusion beim inkonsistenten PETROV-GALERKIN-
Verfahren voll besetzt ist. Bei g¨unstiger Wahl derupstream-Koeffizienten kann die k¨unst-
liche Diffusion damit auf die Str¨omungsrichtung begrenzt werden [86]. F¨ur die upstream
Wichtung in der FVM ist dies nur bei stromlinienorientierten Netzen m¨oglich.

Abb. 5.11 veranschaulicht diese Ergebnisse. Knoten sind mit Kreisen, FVM-Zellen mit durch-
gezogenen Linien und FEM-Elements mit gestrichelten Linien bezeichnet. FVM-Fl¨usse sind mit
Pfeilen dargestellt. Wichtungen der FVM-Masseneintr¨age in der FEM sind durch Graut¨onen an-
gedeutet.

Vergleich der Verfahren

Wie im Fall des eindimensionalen Transports wurden auch f¨ur zweidimensionale Anwendungen
ausführliche Testrechnungen durchgef¨uhrt, auf die hier nicht n¨aher eingegangen werden kann
[31]. Die wichtigsten Ergebnisse dieser Tests lassen sich wie folgt zusammenfassen:

� FEM- und FVM-Diskretisierungen verhalten sich bei mehrdimensionalen Problemen un-
terschiedlich. Der zugrundeliegende 9-Punkt-Stern der FEM zerst¨ort die Monotonie erhal-
tende Eigenschaft des inkonsistenten PETROV-GALERKIN-Verfahrens für eindimensionale
Anwendungen. Dies ergibt sich daraus, dass die Parallelfl¨usse, die zur Ermittlung des Mas-
senflusses zwischen zwei Knoten bei der FEM miteinbezogen werden, von den Konzen-
trationen an den beiden Knoten selbst unabh¨angig sind. In der N¨ahe von Diskontinuit¨aten
kann dies dazu f¨uhren, dass sich ein Massenfluss von einem Knoten weg ergeben kann, ob-
wohl die Konzentration an dem Knoten null betr¨agt. Eine Stabilisierung der FEM erfodert
die Einführung einer k¨unstlichen Querdiffusion [100].



5.2. Monotonie und k¨unstliche Diffusion 55

+1/6 +2/3

+2/3

-2/3

+1/6 -1/6

-1/6-1/6

-2/3

+1/6

+1/6 -1/6

4/36

Flüsse Massenmatrix

el
em

en
to

ri
en

ti
er

te
 F

V
M

S
ta

n
d

ar
d

 F
E

M

+1

+1

-1

-1

00

0

0 0 0

0

0

1

1/36 4/36 1/36

4/36 16/36 4/36

1/361/36

Abb. 5.11: Vergleich zwischen der FVM mit Zentralwichtung und dem
GALERKIN-Verfahren (FEM).

� Die upstreamgewichtete FVM führt zu starker k¨unstlicher Querdiffusion, sofern das Netz
nicht parallel zu den Stromlinien ausgerichtet ist.

� Nichtlineare Methoden wie dieslope limiterund das FCT-Verfahren minimieren den Betrag
der künstlichen Querdiffusion. In der direkten Umgebung von Diskontinuit¨aten verbleibt
jedoch eine vergleichsweise hohe k¨unstliche Querdiffusion.

5.2.3 Monotonie und dispersiver Transport

Zunächst erscheint es verwunderlich, dass im Zusammenhang mit dem dispersiven Transport
Monotonieprobleme auftreten k¨onnen, da der Diffusionsprozess von sich aus zu einem Konzentra-
tionsausgleich f¨uhrt. Für den Fall skalarer Diffusionskoeffizienten sowie f¨ur die Diagonaleintr¨age
des Dispersionstensors ist bei impliziter Zeitintegration tats¨achlich die Monotonie des Verfahrens
gewährleistet. Dies ist jedoch f¨ur die Fllüsse aufgrund der Nebendiagonaleintr¨age in der N¨ahe
von Diskontinuitäten nicht der Fall. Letzteres soll an einem vereinfachten Beispiel verdeutlicht
werden.

Es wird von einer FVM-Diskretisierung auf einem Quadratraster ausgegangen. Die Abstandsge-
schwindigkeit weist in die Diagonalrichtung, d.h.vx = vy = jvj=p2. Eine beliebige L¨angsdisper-
sivität αl wird angenommen, wohingegen als Grenzfall die Querdispersivit¨at αt auf null gesetzt



56 Kapitel 5: Bestehende Diskretisierungsans¨atze

wird. Die molekulare Diffusion wird vernachl¨assigt. Unter diesen Annahmen ergibt sich folgen-
der DispersionstensorD :

D =
αl jvej

2

"
1 1

1 1

#
(5.2.33)

Im Weiteren werden die dispersiven Fl¨usse für eine Punktquelle in Zellei; j betrachtet.Über
die Zuflussränder findet kein diffusiver Massenfluss statt. Es wird die Zellei + 1; j� 1 und die
ihr zugehörigen Flüsse untersucht. Wegen der Symmetrie des Problems ergibt sich f¨ur die Zelle
i�1; j +1 die gleiche Situation. Abb. 5.12 verdeutlicht das Modellproblem.
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Abb. 5.12: Testfall für die Monotonie der mehrdimensionalen
Dispersion; Problemstellung.

Im Anfangszustand betr¨agt die Konzentration in allen Zellen null, mit der Ausnahme der Zelle
i; j. Entsprechend ergeben sich mit den Definitionen (Gl. 5.1.11) und (Gl. 5.1.15) folgende zur
Zelle i +1; j�1 gehörenden dispersiven Fl¨usse:

a: Fd
i+1=2; j�1 =

neαl jvej
2

0
BBB@ci; j�1�ci+1; j�1

∆x| {z }
= 0

+
ci; j�2+ci+1; j�2�ci; j �ci+1; j

4∆x| {z }
=�ci; j=4∆x

1
CCCA (5.2.34)
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b: Fd
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Die Addition aller Flüsse von und zu Zellei +1; j�1 führt zur Approximation der Konzentra-
tionsveränderung in dieser Zelle aufgrund der dispersiven Fl¨usse im Anfangszustand:

∂ci+1; j�1
∂t

= 1
ne∆x

�
Fd

i+1=2; j�1 � Fd
i+11=2; j�1 + Fd

i+1; j�11=2 � Fd
i+1; j�1=2

�

= �αl jvejci; j

4∆x2

(5.2.35)

(Gl. 5.2.35) ergibt sich direkt aus der 9-Punkt Differentiation f¨ur voll besetzte Dispersionstenso-
ren. Die Konzentration in Zellei+1; j�1 nimmt ab, obwohl sie im Anfangszustand null betr¨agt.
Folglich erhält die 9-Punkt Differentiation f¨ur die Approximation dispersiver Fl¨usse nicht unbe-
dingt die Monotonie einer Konzentrationsverteilung. Bei Anwendung einer 5-Punkt Differentiati-
on würde diese Problem nicht auftreten. Daf¨ur könnten in diesem Fall die gemischten Ableitungen
gar nicht gebildet werden, und es w¨urde eine starke k¨unstliche Querdiffusion auftreten.

Diese Erkenntnis ist von speziellem Interesse bei der Implementation der FCT-Methode f¨ur den
advektiv-dispersiven Transport. Da das Gesamtverfahren nur dann monoton ist, wenn das Verfah-
ren niedrigerer Ordnung monoton ist, sollte beim Verfahren niedrigerer Ordnung auf eine 5-Punkt
Differentiation zurückgegriffen werden. Im Verfahren h¨oherer Ordnung sollte jedoch die 9-Punkt
Differentiation verwendet werden.

Es mag eingewendet werden, dass das Monotonieproblem beim oben aufgef¨uhrten Beispiel im
Wesentlichen auf unrealistische Parameter, insbesondere einer zu null gesetzten Querdispersivit¨at
beruht. Wäre die Dispersion der einzig wirksame Transportprozess - wie in dem Beispiel -, so
würde bei Vorhandensein einer Querdispersion nach einer gewissen Zeit die Diskontinuit¨at des
Anfangszustandes verschmiert werden. Im Kontext des advektionsdominierten Transports k¨onnen
allerdings dauerhafte Diskontinuit¨aten z.B. in der N¨ahe von Einleitungen auftreten. Um ein mo-
notones Gesamtverfahren zu erreichen, m¨ussen sowohl die Verfahren f¨ur die Advektion als auch
für die Dispersion unbedingte monotone Eigenschaften aufweisen.

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass die Stromlinien in die Hauptrichtung des Dispersi-
onstensors weisen. Folglich enth¨alt der Dispersionstensor auf einem perfekt stromlinienorientier-
ten Netz ausschließlich Diagonaleintr¨age, und es m¨ussen keine gemischten Ableitungen gebildet
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werden. Dadurch ist die unbedingt monotone 5-Punkt Differentiation f¨ur diese Netze von zweiter
Approximationsordnung.

5.3 Zeitliche Diskretisierung

Die Formeln zur allgemeinen Herleitung der maßgeblichen Gleichungssysteme f¨ur die FEM (Gl.
5.1.6) bzw. die FVM (Gl. 5.1.9) enthalten partielle Ableitungen nach der Zeit. Mittels der beiden
genannten Verfahren wurden bislang lediglich r¨aumliche Gradienten in algebraische Gleichun-
gen von Knoten- bzw. Zellenwerten ¨uberführt. Aus den partiellen Differentialgleichungen f¨ur das
Zeit-Raum-Kontinuum werden somit Systeme gew¨ohnlicher Differentialgleichungen (DGLS),
die die Unbekannte ˆu an allen Knoten oder Zellen sowie ihre zeitliche Ableitung∂û=∂t bein-
halten:

F

�
û;

∂û
∂t
; t

�
= 0 (5.3.36)

In der sogenannten Linienmethode werden diese Systeme gew¨ohnlicher Differentialgleichungen
einem Gleichungsl¨oser für DGLS zugef¨uhrt. Die Linienmethode setzt somit voraus, dass alle Ter-
me der PDG nach demselben Schema r¨aumlich diskretisiert werden. F¨ur gekoppelte Systeme, die
z.B. den advektiv-dispersiven Transport und reaktive Prozesse beschreiben, w¨are es somit konse-
quent, auch die reaktiven Terme als DGLS bzw. als differential-algebraisches Gleichungssystem
(DAGLS) zu formulieren und gemeinsam mit dem DGLS f¨ur den Transport zu l¨osen (siehe hierzu
Abschnitt 6.5.3).

Das in Abschnitt 5.2 vorgestellteFCT-Verfahren kann nicht in die Linienmethode f¨ur das Gesamt-
verfahren eingebunden werden, weil es auf einem Pr¨adiktor-Korrektor-Schema beruht, das nicht
auf die reaktiven Terme angewendet werden kann. Allerdings kann die zeitliche Diskretisierung
sowohl des Verfahrens h¨oherer als auch desjenigen niedrigerer Ordnung mit der Linienmethode
beschrieben werden. F¨ur dasslope limiterVerfahren gilt, dass die semidiskrete Variante in das
Konzept der Linienmethode f¨ur das Gesamtverfahren eingebunden werden kann, die sehr viel
effizientere explizite Variante jedoch nicht.

Im Weiteren sollen nur noch Verfahren zur zeitlichen Integration behandelt werden, die sich auf
einen einzelnen Zeitschritt beziehen. Das heißt, zur Approximation der Zeitableitung werden le-
diglich die Lösung des zur¨uckliegenden Zeitpunktest und des neu zu berechnenden Zeitpunktes
t +∆t berücksichtigt.

Für die zeitliche Diskretisierung sind Finite-Differenzen-Schemata am gebr¨auchlichsten. Im Kon-
text der FEM werden jedoch auch Finite-Elemente-Diskretisierungen f¨ur die zeitabh¨angigen Ter-
me verwendet (siehe z.B. [99]). Der große Vorteil einer konsistenten FEM-Formulierung besteht
darin, dass Verfahren zur Fehlerabsch¨atzung und Stabilisierung direkt von station¨aren Prozes-
sen auf instation¨are übertragen werden k¨onnen [99]. Der große Nachteil der Verfahren beruht
darauf, dass die zu behandelnden Gleichungssysteme gr¨oßer und der rechnerische Aufwand zur
Ermittlung der FE-Integrale h¨oher werden. Deshalb wird in den in dieser Arbeit vorgestellten
Programmen keine FE-Diskretisierung in Zeitrichtung vorgenommen.
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Eine Finite-Differenzen-Diskretisierung von (Gl. 5.3.36) ergibt f¨ur den Zeitschritt [t, t+∆ t]:

F

�
û;

û(t +∆t) � û(t)
∆t

; t

�
= 0 (5.3.37)

Der entscheidende Punkt liegt nun darin, welcher Zeitpunkt f¨ur û im ersten Eintrag des Funktio-
nalsF gewählt wird. Für die betrachteten Gleichungen sind dies die diskretisierten Fl¨usseJ(u).
Werden die Fl¨usse zum Zeitpunktt ermittelt, so vereinfacht sich das zu l¨osende Gleichungssy-
stem, weil der Wert der Unbekannten zum neuen Zeitpunktt +∆t nur noch in der Zeitableitung
auftritt. Dieses Verfahren wird als explizite EULER-Methode bezeichnet. Werden die Fl¨usse zum
Zeitpunktt +∆t bestimmt (implizite EULER-Methode), so muss ein großes lineares Gleichungs-
system gel¨ost werden. Letzteres gilt auch bei gleicher Wichtung vont und t + ∆t (CRANK-
NICOLSON-Verfahren). Abb. 5.13 veranschaulicht die Abh¨angigkeiten der Unbekanntenu am
Knoten i zum Zeitpunktt +∆t bei Anwendung der voll expliziten und voll impliziten EULER-
Methode.
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Abb. 5.13: Abhängigkeiten der Unbekanntenuam Knoteni zum Zeitpunktt+
∆t; (a) voll explizite EULER-Methode; (b) voll implizite EULER-
Methode.

Jedes Zeitintegrationsverfahren, das explizite Anteile beinhaltet, ist in der Wahl der Zeitschritt-
weiten beschr¨ankt, da ein Fluss von einem Knoten oder einer Zelle ¨uber den direkten Nachbarn
hinaus nicht approximiert werden kann (COURANT-Kriterium). Bei der voll impliziten Zeitinte-
gration ergibt sich keine Einschr¨ankung der Zeitschrittweite.

Aus einer TAYLOR-Reihen-Analyse geht hervor, dass sowohl das voll explizite, als auch das voll
implizite EULER-Verfahren von erster Approximationsordnung ist, wobei die explizite Methode
für die Advektion zu einem antidiffusen und die implizite zu einem diffusen Fehler f¨uhrt [24].
Das CRANK-NICOLSON-Verfahren ist hingegen von zweiter Ordnung genau. F¨ur die explizite
Zeitintegration der advektiven Terme bestehen allerdings Korrekturm¨oglichkeiten wie das LAX -
WENDROFF-Verfahren in der FVM [120] und das TAYLOR-GALERKIN-Verfahren in der FEM
[58], die formal zu einer Genauigkeit zweiter Ordnung f¨uhren. Wie bereits ausgef¨uhrt wurde,
fällt auch das expliziteslope limiterVerfahren in diese Kategorie.

Im Vergleich zu den advektiven Fl¨ussen fällt der Mehraufwand durch die implizite Behandlung
für die dispersiven Fl¨usse im Transport bzw. f¨ur die Flüsse in der Grundwasserstr¨omung geringer
aus, weil das resultierende Gleichungssystem symmetrisch ist. Die h¨ochste Stabilit¨at wird hierbei
mit der voll impliziten EULER-Methode erreicht.



60 Kapitel 5: Bestehende Diskretisierungsans¨atze

(c)(b)(a)

i i+1i-1

t

t+  t∆

i i+1i-1

t

t+  t∆

i i+1i-1

t

t+  t∆

Abb. 5.14: Physikalische Abh¨angigkeit der Unbekanntenu am Knoteni zum Zeitpunktt+∆t; (a) rein
advektiver Transport; (b) advektiv-dispersiver Transport; (c) rein advektiver und rein disper-
siver Transport.

Abb. 5.14 verdeutlicht die physikalischen Abh¨angigkeiten der Unbekanntenu am Knoteni zum
Zeitpunkt t + ∆t für verschiedene F¨alle des Transportes. Der rein advektive Transport (Abb.
5.14(a)) lässt sich am besten mit einer Charakteristik beschreiben. Beim advektiv-dispersiven
Transport (Abb. 5.14(b)) ergibt sich ein zus¨atzlicher Einfluss ober- und unterstromig zur Cha-
rakteristik. Hierbei ist zu bemerken, dass der von der Dispersion r¨uhrende Einfluss symmetrisch
zur Charakteristik ist. Eine bloße Addition der reinen Advektion mit der reinen Dispersion, wie
sie in Abb. 5.14(c) dargestellt ist, erg¨abe physikalisch keinen Sinn. Dies bereitet f¨ur die gekop-
pelte Lösung der Advektions-Dispersions-Gleichung dahingehend Probleme, dass ein CRANK-
NICOLSON-Verfahren für die Gesamtgleichung die dispersiven Fl¨usse nicht richtig wiedergibt.

Um die Wirkung der Advektion auf die dispersiven Fl¨usse richtig zu approximieren, m¨ussten
Elemente im Zeit-Raum-Kontinuum verwendet werden, deren R¨ander der Charakteristik folgen.
Dieser EULER-LANGRANGE’sche Ansatz wird z.B. bei der ELLAM verfolgt [23]. Bei Verwen-
dung ortsfester Netze f¨uhrt eine entkoppelte Betrachtung von Advektion und Dispersion zu einer
physikalisch sinnvollen Approximation der dispersiven Fl¨usse. Hierbei wird die L¨osung des ad-
vektiven Transports als Anfangsbedingung f¨ur den dispersiven Transport eingesetzt.

5.4 Berücksichtigung von Randbedingungen

Die Lösung sowohl der Grundwasserstr¨omungsgleichung als auch der Transportgleichung setzt
voraus, dass an den R¨andern des Gebietes Randbedingungen definiert werden. Hierbei kommen
u.a. folgende physikalische Typen in Betracht:

� Randbedingungen erster Art (DIRICHLET-Randbedingungen), bei denen der Wert der Un-
bekanntenu festgesetzt ist,

� Fluss-Randbedingungen (NEUMANN-Randbedingungen), bei denen die Normalkomponen-
te des Flusses ¨uber den Rand festgesetzt ist, sowie

� freie Zu-/Abfluss-Randbedingungen, bei denen der Gradient des Flusses am Rand null be-
trägt.

Randbedingungen erster Art erscheinen zun¨achst am einfachsten zu behandeln, da die L¨osung an
dem betreffenden Knoten bzw. der Zelle vorgegeben wird. Bei expliziter Zeitintegration wird die
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Berechnung f¨ur den neuen Zeitpunkt durchgef¨uhrt und anschließend der Festwert f¨ur die Randbe-
dingung eingesetzt. Bei impliziter Zeitintegration muss der Festwert aus dem Gleichungssystem
eliminiert werden. Ausgehend von einem Gleichungssystem der Gestalt:

Au = b (5.4.38)

werden für einen Festwert an Knoten oder Zellei alle EinträgeAi; j undAj ;i zu null gesetzt mit
Ausnahme vonAi;i;, der zu eins gesetzt wird.bi wird auf den gew¨unschten Festwertui gesetzt
und von allen anderen Eintr¨agenbj das ProduktAj ;iui abgezogen. Es sollte angemerkt werden,
dass für stationäre Fragestellungen, mindestens an einem Knoten bzw. einer Zelle ein Festwert
vorgegeben werden muss, um ein regul¨ares Gleichungssystem zu erhalten.

Für die Grundwasserstr¨omung und den dispersiven Transport k¨onnen Flussrandbedingungen di-
rekt implementiert werden, da die rechte Seiteb die Knoten- bzw. Zelleneinspeisungen beinhaltet.
Für den advektiven Transport ist die Angabe eines Massenflusses als Randbedingung untypisch.
Für Ränder, an denen ein Volumenstrom in das Gebiet besteht, kann eine Zuflusskonzentration
vorgegeben werden, deren Produkt mit dem Volumenstrom den advektiven Massenfluss darstellt,
der in die rechte Seite eingetragen wird. F¨ur Ränder, an denen ein Volumenstrom aus dem Gebiet
heraus besteht, sollte der advektive Massenfluss sich aus dem Volumenstrom und der Konzentra-
tion am Randknoten bzw. der Randzelle ergeben. Hierzu kann f¨ur die betroffene Zelle bzw. den
Knoten zum EintragAi;i das ProduktjQi j ∆t addiert werden.

Freie Zu-/Abfluss-Randbedingungen sind von Bedeutung, wenn das Modellgebiet von der Umge-
bung nur schwer abzutrennen ist. Bei der Str¨omungsberechnung kann es z.B. schwierig sein, ein
Modellgebiet in einem großr¨aumigen Grundwasserleiter einzugrenzen, wenn keine Festpotentia-
le etwa durch Oberfl¨achengew¨asser und keine Flussrandbedingungen etwa durch Gebirgsr¨ander
vorgegeben sind. In einem solchen Fall stellt der Gebietsrand einen willk¨urlichen Schnitt in einem
kontinuierlichen Raum dar. Durch die Annahme, dass sich der Fluss jenseits der Modellgrenze
nicht verändert, wird gewissermaßen die Sch¨arfe der Randwahl verringert.

Freie Zu-/Abfluss-Randbedingungen wurden in den Programmen, die im Weiteren beschrieben
werden, nicht implementiert. Eine Beschreibung der Implementation ist z.B. [68] zu entnehmen.
Eine Konsequenz hieraus ist, dass f¨ur die im Weiteren vorgestellten Transportprogramme die
Ränder für die Dispersion geschlossen sind. Diese Einschr¨ankung erscheint angesichts des starken
Überwiegens des advektiven Transports im Vergleich zum dispersiven Transport von minderer
Bedeutung.
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Verwendete numerische Methoden

6.1 Abläufe der entwickelten Programme

Im Folgenden werden zwei unterschiedliche numerische Implementationen f¨ur den reaktiven
Mehrkomponententransport vorgestellt. Das Str¨omungs- und Transportprogramm CONMIX1 be-
rechnet die Grundwasserstr¨omung und den reaktiven Stofftransport auf demselben rechtwinkli-
gen Netz. Das Transportprogramm CONTRACT-42, berechnet den reaktiven Mehrkomponen-
tentransport auf einem stromlinienorientierten Netz, das vom Str¨omungsprogramm und Netzge-
nerator GRAS3 erzeugt wird. Die Abfolge der einzelnen Programmeinheiten ist in Abb. 6.1 bzw.
Abb. 6.2 dargestellt.

C
O

N
M

IX

Gemischt-hybride FEM

Operator Split

Transport

FVM (FCT)

Reaktive Prozesse

DASSL

Instationäre Strömung

Abb. 6.1: Programmabfolge f¨ur den reaktiven Mehrkomponen-
tentransport auf einem rechtwinkligen Netz.

In beiden Programmen erfolgt die Berechnung der Grundwasserstr¨omung mithilfe der Methode
der gemischt-hybriden Finiten Elemente. Bei anschließender Erzeugung eines stromlinienorien-
tierten Netzes beschr¨ankt sich die Grundwasserstr¨omung auf den station¨aren Zustand, wohinge-

1CONTRACT on a velocity field by mixed FEM
2Contaminant transport and chemical transformations
3Grid along streamlines
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6.1. Abläufe der entwickelten Programme 63
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Abb. 6.2: Programmabfolge f¨ur den reaktiven Mehrkomponen-
tentransport auf einem stromlinienorientierten Netz.
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gen diese Einschr¨ankung nicht besteht, wenn der Transport auf demselben Netz berechnet wird
wie die Grundwasserstr¨omung.

Die räumliche Diskretisierung des Transportproblems basiert auf der FVM. Zur Stabilisierung
des advektiven Transport wird im Falle des rechtwinkligen Netzes dieFlux-Corrected Transport
Methode (FCT) verwendet, im Falle des stromlinienorientierten Netzes dieslope limiterMetho-
de. In beiden Programmen wird gegenw¨artig eine sequentielle Kopplung zwischen Transport und
reaktiven Prozessen vorgenommen. Der Vergleich unterschiedlicher Kopplungsmethoden in Ab-
schnitt 6.5 wurde zum Teil mit vorhergegangenen Versionen von CONTRACT durchgef¨uhrt [31].

6.2 Verwendete Methoden f ¨ur die Str ömungsberechnung

Wie bei der allgemeinen Beschreibung der FEM bereits ausgef¨uhrt wurde, weist die Standard-
FEM bezüglich der Approximation von Geschwindigkeitsfeldern zwei wesentliche Nachteile auf:
(1) Die Flüsse ¨uber die Elementkanten sind nicht-konform, und es wird (2) eine arithmetrische
Mittelung der hydraulischen Leitf¨ahigkeiten durchgef¨uhrt, die zu Verschmierungen in der N¨ahe
von Parameterspr¨ungen führt [59]. Gleichzeitig ergibt die Standard-FEM jedoch eine physikalisch
sinnvolle, weil kontinuierliche Verteilung der Piezometerh¨ohen.

Die FVM, wie sie hier vorgestellt wurde, erschwert die Definition von Piezometerh¨ohen als ech-
te Randbedingungen. Zumeist werden die Randwerte als Festpotential in der ersten Reihe von
Zellen definiert [133]. Dar¨uberhinaus ist die unklare Mittelung der Nebendiagonaleintr¨age im
Dispersionstensor unbefriedigend.

Die gemischte FEM erm¨oglicht es, eine gegen¨uber der Standard-FEM verbesserte Approximation
der Flüsse vorzunehmen. Sie wird deshalb in den hier vorgestellten Programmen zur Berechnung
des Geschwindigkeitsfeldes eingesetzt. Gleichzeitig erfordert die Konstruktion stromlinienorien-
tierter Gitter jedoch eine kontinuierliche Verteilung des Pseudopotentials. Da diese nicht durch
postprocessingaus der Geschwindigkeitsverteilung abgeleitet werden kann [32], wird zur Be-
rechnung der Pseudopotentialverteilung die Standard-FEM eingesetzt.

6.2.1 Gemischt-hybride FEM zur Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes

An dieser Stelle erfolgt lediglich eine kurze Beschreibung des gemischten FEM, eine ausf¨uhrli-
chere Behandlung der Methode und der zugrundeliegenden Konzepte kann z.B. [25] entnommen
werden. Insbesondere wird nur der einfachste Fall der gemischten FEM diskutiert, der Raum der
RAVIART-THOMAS Funktionen nullter Ordnung [154]. Ans¨atze höherer Ordnung werden z.B. in
[16] vorgestellt.

Im Gegensatz zur normalen FEM stellen beim gemischten Ansatz sowohl die Volumenfl¨usseq als
auch die Piezometerh¨ohenh die primären Unbekannten f¨ur die numerische L¨osung der Grund-
wasserstr¨omungsgleichung dar. Im einfachsten Fall f¨ur zweidimensionale Viereckselemente er-
folgt die Approximation durch die vier Normalfl¨usse ¨uber die Kantena�d und einen ¨uber das
Element konstanten Wert der Piezometerh¨ohe (siehe Abb. 6.3).

Die Ansatz- und WichtungsfunktionNh für die Piezometerh¨oheh beträgt über das gesamte Ele-
ment eins, wohingegen f¨ur die Komponenten der Filtergeschwindigkeit innerhalb des Elementes
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Abb. 6.3: Nummerierung der Knoten, Kanten und Fl¨usse für die gemischten
und gemischt-hybriden FEM sowie Ermittlung der Stromfunktion
aus den Kantenfl¨ussen.

eine lineare Interpolation der Kantenfl¨usseQ̂ mit Hilfe der AnsatzfunktionN
q

durchgeführt wird:

q = N
q

2
6664

Q̂a

Q̂b

Q̂c

Q̂d

3
7775 (6.2.1)

wobei Q̂i den ausw¨arts gerichteten Normalfluss ¨uber Kantei darstellt (zur Kantenbezeichnung
siehe auch Abb. 6.3). Die lineare Interpolation der Geschwindigkeit wird in Abb. 6.4 f¨ur ein
quadratisches Element graphisch verdeutlicht.

Abb. 6.4: Lineare Interpolation von Kantengeschwindigkeiten in der gemisch-
ten FEM. Rechts: Werte der Kantengeschwindigkeiten; links: inter-
poliertes Geschwindigkeitsfeld.

Im Weiteren wird mit∇ �N
q

die Divergenz der Ansatzfunktion f¨ur die Filtergeschwindigkeit be-
zeichnet. Sie ergibt sich aus der Addition der partielllen Ableitungen derx-Komponente vonN

q
nach der Raumkoordinatex und der undy-Komponente vonN

q
nach der Raumkoordinatey. ∇ �N

q
ist ein Vektor mit je einem Eintrag je Kante.
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Für die Kontinuitätsgleichung (Gl. 3.1.1) wird die Piezometerh¨ohe h als primäre Unbekann-
te eingesetzt, f¨ur das DARCY’sche Filtergesetz die Normalfl¨usseQ. In beiden F¨allen wird die
GALERKIN-Methode angewendet:

Z
V

NhSNhdV| {z }
SVel

∂ĥ
∂t

+
Z

V
Nh∇ �N

q
dV| {z }

DT

Q̂ �
Z

V
NhqsdV| {z }
Qs

= 0 (6.2.2)

Z
V

NT
q
K�1N

q
dVQ̂ +

Z
V

NT
q

∇NhdVĥ = 0 (6.2.3)

Mit der Einführung vonQs in (Gl. 6.2.2) werden die Quellen und Senken im Element gleichm¨aßig
über das Element verteilt. Dies ist insbesondere f¨ur die Definition von Brunnen bedeutsam.

Der zweite Term in (Gl. 6.2.3) beinhaltet eine r¨aumliche Ableitung der Ansatzfunktion f¨ur die
Piezometerh¨ohe Nh, die über das Element konstant ist. Durch partielle Integration kann diese
Ableitung auf die Wichtungsfunktion der Filtergeschwindigkeit umgelegt werden:

Z
V

NT
q
K�1N

q
dV| {z }

A

Q̂ �
Z

V

�
∇ �N

q

�T
NhdV| {z }

D

ĥ +
Z

B
NT

q
nhdB| {z }

ĥB

= 0 (6.2.4)

Hierbei stelltĥB den Vektor der Piezometerh¨ohen an den Kanten dar. Da f¨ur die Normalflüsse
eine konstante Verteilung entlang der Kanten angenommen wird, sind auch die Kantenpiezome-
terhöhen konstant ¨uber die Kanten. Sie unterscheiden sich jedoch von der Piezometerh¨ohe des
Elements. Diese diskontinuierliche Approximation der Piezometerh¨ohen ist physikalisch nicht
sinnvoll, sie erm¨oglicht jedoch die Annahme konformer Fl¨usse ¨uber die Kanten.

Unter Anwendung einer Diskretisierung in Zeitrichtung wird in der gemischten FEM (Gl. 6.2.2)
zur Lösung der elementinternen Piezometerh¨ohenĥ verwendet. Zus¨atzlich wird (Gl. 6.2.4) zur
Lösung der Normalfl¨usseQ̂ verwendet. Zur Kopplung der elementbezogenen Gleichungen gelten
folgende zus¨atzliche Beziehungen:

� Die Kantenpiezometerh¨oheĥi
B ist für beide Elemente, die die Kantei teilen, gleich. Deshalb

verschwindet der Term in (Gl. 6.2.4), der mit der BezeichnungĥB zusammengefasst ist, f¨ur
alle Elementkanten im Innern des Gebietes.

� Der NormalflussQ̂i ist ebenfalls f¨ur beide Elemente, die die Kantei teilen, gleich. Es muss
jedoch ber¨ucksichigt werden, dass in den obigen GleichungenQ̂i so definiert wurde, dass
es ausw¨arts gerichtet positiv ist. Entsprechend muss bei der Kopplung zweier benachbarter
Elemente an einem ElementQ̂i durch -Q̂i ersetzt werden.

� An den Gebietsr¨andern m¨ussen entweder̂hi
B oderQ̂i als Randbedingung vorgegeben wer-

den.
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Koordinatentransformation

Um das Verfahren auf Viereckselemente beliebiger Form anwenden zu k¨onnen, wird eine Koor-
dinatentransformation vorgenommen, die die Elemente auf quadratische Referenzelemente mit
Kantenlänge eins und einer konstanten Dicke von eins abbildet. Die globalen Koordinaten inner-
halb des Elements ergeben sich folgendermaßen aus der Interpolation der Eckpunkt-Koordinaten:

x(r;s) = [(1� r)(1�s) ; r(1�s) ; rs ; (1� r)s]| {z }
Nx

2
6664

x1 y1

x2 y2

x3 y3

x4 y4

3
7775

| {z }
X

(6.2.5)

wobeiNx die Ansatzfunktion der Koordinaten, sowier;s die lokalen Koordinaten mitr = s= 0
an Punkt 1,r = 1;s= 0 an Punkt 2,r = s= 1 an Punkt 3 undr = 0;s= 1 an Punkt 4 des Vierecks
bezeichnen. Die JACOBI-Matrix J besteht aus den partiellen Ableitungen der Transformations-
funktion nach den lokalen Koordinaten:

J =

"
s�1 1�s s �s

r�1 �r r 1� r

#
X (6.2.6)

Es gelten folgende Transformationsregeln:

Z
V

dV =
Z 1

0

Z 1

0
∆zdet(J)dsdr (6.2.7)

q =
1

∆zdet(J)
Jq̃ (6.2.8)

∇ � (q) =
1

∆zdet(J)
∇̃ � q̃ (6.2.9)

wobei∆zdie Elementdicke darstellt, die im generellen Fall innerhalb des Elements variieren kann.
Mit q̃ wird die Filtergeschwindkeit in lokalen Koordinaten entsprechend der PIOLA-Transforma-

tion (siehe z.B. [3]), sowie mit̃∇ �() die Divergenz im lokalen Koordinatensystem bezeichnet. Die
Ansatzfunktion der Geschwindigkeit in lokalen KoordinatenÑ

q
und ihre Divergenz im lokalen

Koordinatensystem̃∇ � (Ñ
q
) sind für den linearen Ansatz wie folgt definiert:

Ñ
q

=

2
4 r�1 r 0 0

0 0 s�1 s

3
5 (6.2.10)

∇̃ � (Ñ
q
) = [1 1 1 1] (6.2.11)
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Entsprechend ergibt sich die Ansatzfunktion der Geschwindigkeit in globalen KoordinatenN
q

wie folgt:

N
q
=

1
∆zdet(J)

JÑ
q

(6.2.12)

Substitution von (Gl. 6.2.12) und (Gl. 6.2.7) in die Definition der MatrixA in (Gl. 6.2.4) ergibt:
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∆zdet(J)
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q
JTK�1JÑ

q
drds

(6.2.13)

Substitution von (Gl. 6.2.9) und (Gl. 6.2.7) in die Definition des DivergenzvektorsD in (Gl. 6.2.4)
ergibt:

D =
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q
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NhdV
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∆zdet(J)
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(6.2.14)

Folglich beinhaltet der DivergenzvektorD unabhängig von der Form des Elementes ausschließ-
lich Einträge des Wertes eins.A kann z.B. durch GAUSS-Quadratur oder im Falle einfacher Ele-
mentgeometrien analytisch erfolgen (siehe z.B. [32] f¨ur Rechteckselemente).

Hybridisierung

Offensichtlich wird (Gl. 6.2.2) f¨ur den station¨aren Fall unabh¨angig vonĥ. Hieraus ergibt sich
ein Gleichungssystem, das Eintr¨age des Wertes null in der Hauptdiagonalen beinhaltet. Das Glei-
chungssystem hat zwar eine eindeutige L¨osung, aber die meisten numerischen Gleichungsl¨oser
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versagen bei einem derartigen System. Mithilfe der Hybridisierung [4] wird dieses Problem um-
gangen, indem das Gleichungssystem derartig umgestellt wird, dass ausschließlich die Kanten-
piezometerh¨ohenĥB als primäre Unbekannte verwendet werden k¨onnen. Dies soll zun¨achst für
den Fall station¨arer und anschließend f¨ur instationäre Strömungen behandelt werden.

Stationäre Strömung Aus (Gl. 6.2.4) ergibt sich folgender Vektor der Normalfl¨usseQ̂ als
Funktion der Kantenpiezometerh¨ohenĥB und der Elementpiezometherh¨oheĥ:

Q̂ = (DTA�1| {z }
β

)Tĥ� A�1ĥB (6.2.15)

Für den station¨aren Zustand vereinfacht sich zudem (Gl. 6.2.2) zu:

DTQ̂ � Qs = 0 (6.2.16)

Durch Einsetzen von (Gl. 6.2.15) in (Gl. 6.2.16) ergibt sich:

DTA�1D| {z }
α

ĥ � βĥB � Qs = 0 (6.2.17)

(Gl. 6.2.17) kann derartig umgestellt werden, dass sich die Elementpiezometherh¨oheĥ aus den
Kantenpiezometerh¨ohenĥB und der elementweisen EinspeisungQs errechnen l¨asst:

ĥ =
1
α

β|{z}
s

ĥB +
Qs

α
(6.2.18)

Durch Einsetzen von (Gl. 6.2.18) in (Gl. 6.2.15) ergibt sich der funktionale Zusammenhang zwi-
schen den Kantenpiezometerh¨ohenĥB und den Normalfl¨ussenQ̂:

Q̂ =

�
1
α

A�1DD�1A�1 � A�1
�

| {z }
B

ĥB + sTQs (6.2.19)

Für eine gegebene Kantei muss die Summe der ausw¨arts gerichteten Normalfl¨usse der angren-
zenden Elemente null ergeben. Dadurch ergibt sich die Kopplung zwischen den Elementenel und
EL:

Q̂el
i + Q̂EL

i = 0 (6.2.20)
4
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i j ĥj

B +
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s �sEL
i QEL

s
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(Gl. 6.2.20) wird nunmehr als maßgebliche Gleichung zur Bestimmung der Kantenpiezome-
terhöhe ĥi

B an Kantei verwendet. Das gesamte Gleichungssystem beinhaltetnKan Gleichungen
für alle Kantenpiezometerh¨ohen, wobeinKan die Gesamtzahl der Kanten im diskretisierten Gebiet
darstellt. An den R¨andern des Gesamtgebietes muss entweder der NormalflussQ̂i oder die Piezo-
meterhöhe am Rand̂hi

B als Randbedingung definiert sein. Die gemischt-hybride FEM erm¨oglicht
somit im Gegensatz zur zellenorientierten FVM eine Definition der Piezometerh¨ohe am Gebiets-
rand statt in der ersten Zelle.

Das sich aus (Gl. 6.2.20) ergebende System linearer Gleichungen ist symmetrisch und positiv-
definit. Es kann mit einem konjugierten Gradienten-(CG)-Verfahren gel¨ost werden. In den hier
vorgestellten Programmen wurde eine Diagonalskalierung zur Vorkonditionierung verwendet.
Der Gleichungsl¨oser wurde der Programmbibliothek SLAP [170] entnommen.

Instationäre Strömung Das Hybridisierungsverfahren f¨ur instationäre Strömungen folgt im
Wesentlichen der Prozedur f¨ur stationäre Strömungen. Da (Gl. 6.2.15) auf dem DARCY’schen
Filtergesetz beruht, gilt es gleichermaßen f¨ur stationäre wie für instationäre Strömungen. Wenn
für die Terme der Piezometerh¨ohe und der Fl¨usse ausschließlich der neue Zeitpunkt ber¨ucksichtigt
wird (implizite Zeitintegration), ver¨andert sich (Gl. 6.2.2) zu:

SVel

∆t
ĥn+1 + DTQ̂

n+1 � Qs � SVel

∆t
ĥn = 0 (6.2.21)

Substitution von (Gl. 6.2.15) in (Gl. 6.2.21) ergibt:
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s

= 0 (6.2.22)

(Gl. 6.2.22) entspricht (Gl. 6.2.17) mit dem einzigen Unterschied, dass die Ausdr¨uckeα undQs

durch α� bzw. Q�
s ersetzt wurden. Entsprechend k¨onnen (Gl. 6.2.18),(Gl. 6.2.19), (Gl. 6.2.20)

für den instation¨aren Fall umformuliert werden. Zun¨achst die Ermittlung der elementinternen

Piezometerh¨ohenĥn+1 auf Grundlage der Kantenpiezometerh¨ohenĥ
n+1
B :

ĥn+1 =
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Die Ermittlung der Normalfl¨usseQ̂
n+1

auf Grundlage der Kantenpiezometerh¨ohenĥ
n+1
B :
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Schließlich die Einf¨uhrung der Kopplungsbedingung an den Elementkanten:
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Q̂�el
i + Q̂�EL

i = 0 (6.2.25)
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Wie im Fall der station¨aren Strömung ist das resultierende System linearer Gleichungen sym-
metrisch und positiv-definit und kann mit einem CG-L¨oser gelöst werden. Im Programm CON-
MIX wurde eine Diagonalskalierung zur Vorkonditionierung eingesetzt. Der Gleichungsl¨oser ent-
stammt der Programmbibliothek SLAP [170].

Postprocessing

Da in der gemischt-hybriden FEM die Kantenpiezometerh¨ohenĥB die wesentlichen Unbekannten
darstellen, m¨ussen die anderen Gr¨oßen mittels Postprocessing ermittelt werden. Die Normalfl¨usse
Q̂ können für jedes Element mittels (Gl. 6.2.19) berechnet werden, die elemtinternen Piezome-
terhöhenĥ mittels (Gl. 6.2.18) f¨ur stationäre bzw. (Gl. 6.2.23) f¨ur instationäre Bedingungen.

Für stationäre Strömungen k¨onnen zudem lokale Werte der Stromfunktionψ an den Element-
ecken ermittelt werden. Wenn man den Wert der Stromfunktion am Knoten 1 willk¨urlich auf null
setzt, so ergeben sich f¨ur die anderen drei Knoten:

ψ1 = 0 (6.2.26)

ψ2 = ψ1 +
Qc

∆z

ψ3 = ψ2 +
Qb

∆z
= ψ4 � Qd

∆z

ψ4 = ψ1 � Qa

∆z

(Gl. 6.2.26) erfordert, dass die Summe aller ausw¨arts gerichteten Normalfl¨usseQi an einem Ele-
ment null ergibt. Dies ist f¨ur alle Elemente ohne Quelle oder Senke erf¨ullt. Für Elemente mit
Qs 6= 0, wie z.B. Brunnenelemente, kann keine lokale Stromfunktion angegeben werden.

Die Möglichkeit, konforme elementweise bilineare Verteilungen der Stromfunktion f¨ur Vierecks-
elemente zu konstruieren, stellt einen großen Vorteil der gemischten und gemischt-hybriden FEM
gegen¨uber der Standard-FEM dar. DiëUberlegenheit der gemischten Methoden gegen¨uber der
Standard-FEM wurde von mehreren Autoren dokumentiert [59, 140]. In [44] wird einpostproces-
singAnsatz für die Standard-FEM vorgestellt, der ebenfalls zu konformen, st¨uckweise bilinearen
Stromfunktionen f¨uhrt. Wenn jedoch die hydraulische Leitf¨ahigkeit elementweise definiert wird,
werden nach der Standard-FEM die hydraulischen Leitf¨ahigkeiten arithmetrisch anstatt harmo-
misch gemittelt. Dies f¨uhrt zu einer verf¨alschten Approximation des Geschwindigkeitsfeldes in
der Nähe von Spr¨ungen in der hydraulischen Leif¨ahigkeit. Die genannte verbesserte Methode
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zumpostprocessingvon Standard-FEM-L¨osungen kann diesen Nachteil der Standard-FEM nicht
ausgleichen.

Es muss jedoch auch darauf hingewiesen werden, dass die Approximation der Piezometerh¨ohen,
wie sie in der gemischten und gemischt-hybriden FEM vorgenommen wird, nicht-konform ist.
Die Piezometerh¨ohenverteilung der Standard-FEM ist dagegen kontinuierlich, was physikalisch
sinnvoller ist. Als Konsequenz hieraus wird im Programm GRAS die Geschwindigkeitsvertei-
lung mittels der gemischt-hybriden FEM, die Verteilung der Pseudopotentiale jedoch mittels der
Standard-FEM berechnet.

6.2.2 Berechnung der Pseudopotentiale

Das Prinzip der GALERKIN-Methode wurde bereits in Abschnitt 5.1.1 erkl¨art. Für die Berechnung
der Pseudopotentiale im Programm GRAS wird das isoparametrische Konzept verfolgt, bei dem
die bilineare Ansatz- und Wichtungsfunktion der Interpolationsfunktion der KoordinatenNx, wie
sie in (Gl. 6.2.5) definiert wurde, entspricht (siehe z.B. [87]). Der Gradient der Ansatzfunktion
∇Nx ergibt sich aus:

∇Nx = J�1∇̃Nx (6.2.27)

mit

∇̃Nx =

"
s�1 1�s s �s

r�1 �r r 1� r

#
(6.2.28)

Die Anwendung der GALERKIN-Methode sowie der Regeln zur Koordinatentransformation auf
die partielle Differentialgleichung f¨ur die Pseudopotentiale (Gl. 3.1.8) f¨uhrt zu folgendem System
elementbezogener Gleichungen:
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T Kφ∇NxdV| {z }
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wobei M die Mobilitätsmatrix undQnod den Vektor der Normalfl¨usse ¨uber die Elementkanten
ausgedr¨uckt als Knoteneinspeisungen darstellt.

Die Summe allerQ
nod

-Beiträge an einem Knoten ergibt null f¨ur stationäre Strömungsbedingun-
gen. Deshalb mussQnod für interne Knoten nicht bestimmt werden. Es sollte darauf hingewiesen
werden, dass sich die Normalfl¨usse ¨uber die Elementkanten bei der Standard-FEM zur gemischten
FEM leicht unterscheiden. Im Fall der Standard-FEM wird die lokale Massenbilanz am Knoten-
Patcherfüllt, wohingegen sie in der gemischten FEM am Element erf¨ullt ist. Hieraus ergibt sich,
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dass die Normalfl¨usse aus der gemischten FEM f¨ur Knoten im Innern des Gebiets nicht direkt in
(Gl. 6.2.29) eingesetzt werden k¨onnen.

An den Rändern des Gesamtgebietes m¨ussen die Randbedingungen f¨ur (Gl. 6.2.29) definiert wer-
den. Für diesen Fall werden Normalfl¨usseüber die Elementkanten aus der L¨osung der gemischt-
hybriden FEM zur Bestimmung vonQ

nod
als Randbedingung eingesetzt. Hierzu wird der Normal-

flussüber eine Elementkante zu gleichen Teilen auf die beiden Knoten aufgeteilt. Dies wird nicht
nur für die NEUMANN-Ränder des urspr¨unglichen Problems, sondern auch f¨ur die DIRICHLET-
Ränder durchgef¨uhrt.

Die Elementmatrizen f¨ur Elemente, die einen Brunnen beinhalten (Brunnenzellen), werden elimi-
niert. Anstatt dessen werden die Normalfl¨usseüber die Kanten der Brunnenzellen als NEUMANN-
Ränder eingesetzt.

Um ein reguläres Gleichungssystem zu erhalten, muss zumindest ein Knotenwert des Pseudopo-
tentialsφ vorgegeben werden. Im Programm GRAS wird hierzu am Knoten der linken unteren
Ecke des Gesamtgebietes ein willk¨urlicher Wert identisch zur Piezometerh¨ohe eingesetzt. Zur
Berechnung der Pseudopotentiale werden keine weiteren DIRICHLET-Ränder definiert.

Das resultierende Gleichungssystem ist wie das System zur Bestimmung des Geschwindigkeits-
feldes symmetrisch und positiv-definit. Es wird im Programm GRAS mit einem diagonalskalier-
ten CG-Löser gelöst.

6.3 Erzeugung stromlinienorientierter Netze

Die Verwendung stromlinienorientierter Netze bei der Simulation des Stofftransports im Grund-
wasser wurde von FRIND & M ATANGA [70] eingeführt. In dieser Arbeit wurden die Stromfunk-
tion und die Piezometerh¨ohenverteilung mit Hilfe der Standard-FEM berechnet und anschließend
ein stromlinienorientiertes Netz konstruiert, das f¨ur Transportberechnungen mit der Standard-
FEM benutzt wurde. Die Methode wurde u.a. auch f¨ur reaktive Transportprobleme verwendet
[69, 128]. Es konnten jedoch keine Brunnen ber¨ucksichtigt werden. Letzteres ist bei der im Wei-
teren vorgestellte Methode m¨oglich. Für die Konstruktion der Stromlinien wird ein ver¨andertes
Verfahren benutzt. Ferner erfolgt sowohl die vorangehende Str¨omungsberechnung als auch die
anschließende Transportberechnung mit anderen Diskretisierungsmethoden.

6.3.1 Grunds̈atzliches Vorgehen

Die Erzeugung stromlinienorientierter Netze beruht grunds¨atzlich auf den folgenden Schritten:

� Finde alle Staupunkte im Gebiet.

� Verfolge Stromlinien, die an den Staupunkten beginnen und entweder an einem Rand des
Gebiets oder in einem Element, das einen Brunnen beinhaltet, enden. Ber¨ucksichtige als
Sonderfall Stromlinien, die sowohl an einem Staupunkt beginnen als auch enden.

� Drehe die Richtung von Stromlinien um, die nach oberstrom orientiert sind.

� Lösche eventuell doppelt auftretende Stromlinien.
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� Verfolge Stromlinien, die an den Zuflussr¨andern des Gebietes beginnen. Die Abst¨ande
zwischen den Startpunkten werden so gew¨ahlt, dass der Durchfluss m¨oglichst in allen
Stromröhren gleich groß ist. Die Stromlinien enden entweder an Abflussr¨andern des Ge-
bietes oder an Brunnenzellen.

� Verfolge Stromlinien, die an Zugabebrunnen beginnen. Die Stromlinien enden wiederum
entweder an Abflussr¨andern des Gebietes oder an Brunnenzellen.

� Bestimme die Werte des Pseudopotentials an allen Punkten, mit denen die Stromlinien be-
schrieben werden.

� Ermittle den minimalen und den maximalen Wert des Pseudopotentials sowie die Werte des
Pseudopotentials an allen Staupunkten.

� Teile den Bereich der Pseudopotentialwerte in� gleichgroße Bereiche ein. Hierbei m¨ussen
die Werte an den Staupunkten erhalten bleiben.

� Suche nach den erforderlichen Werten des Pseudopotentials entlang aller Stromlinien unter
Anwendung einer linearen Interpolation zwischen den Pseudopotentialwerten aufeinander-
folgender Punkte einer Stromlinie.

� Wähle die Punktpaare gleichen Pseudopotentialwerts auf benachbarten Stromlinien und
definiere Viereckselemente, die durch die Isopotentiale und die Stromlinien begrenzt wer-
den. Konstruiere Dreiecke und F¨unfecke, wenn die Gebietsr¨ander die Stromr¨ohren schr¨ag
schneiden.

� Gebe die Knoten, die die Elemente beschreiben, sowie die Elementinzidenzien und die
Interface-Informationen in einer Ausgabedatei aus.

Diese Schritte sollen in den folgenden Abschnitten n¨aher erläutert werden.

6.3.2 Bestimmung der Staupunkte

Reguläre Staupunkte

An Staupunkten betragen definitionsgem¨aß alle Geschwindigkeitskomponenten null. Hieraus er-
gibt sich eine einfache Detektion von Staupunkten innerhalb eines Elementes oder an Element-
kanten, da bei der gemischt-hybriden FEM eine lineare Interpolation der Geschwindigkeitskom-
ponenten vorgenommen wird. F¨ur Rechteckselemente gilt:

qx =
xs�∆x
∆x∆y∆z

Qa +
xs

∆x∆y∆z
Qb

!
= 0 qy =

ys�∆y
∆x∆y∆z

Qc +
ys

∆x∆y∆z
Qd

!
= 0 (6.3.30)

wobeixs undys die Koordinaten des Staupunktes bezogen auf die linke untere Ecke des Elements
darstellen. (Gl. 6.3.30) l¨asst sich nach diesen Koordinaten wie folgt aufl¨osen:

xs =
∆xQa

Qa+Qb
0� xs� ∆x ys =

∆yQc

Qc+Qd
0� ys� ∆y (6.3.31)
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Neben den Staupunkten innerhalb der Elemente oder an den Elementkanten k¨onnen die Staupunk-
te auch an den Elementecken (= Knoten) auftreten. An diesen Punkten sind die Geschwindigkeits-
komponenten diskontinuierlich, da die Fl¨usse entlang der Kanten konstant sind und von Kante zu
Kante variieren k¨onnen. An Knoten-Staupunkten muss jedoch das Vorzeichen des Normalflusses
paralleler Kanten f¨ur beiden Raumrichtungen wechseln.

Es sollte darauf hingewiesen werden, dass unter stark anisotropen Bedingungen einzelne Stau-
punkte durch die numerische Diskretisierung als mehrfache Staupunkte approximiert werden.
Dies erfordert eine spezielle Korrektur, die im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht vorgenom-
men wurde.

Staupunkte an schwachen Brunnen

Für Elemente, die einen Brunnen beinhalten, sind grunds¨atzlich zwei Fälle zu unterscheiden. Ein
starkerBrunnen zeichnet sich dadurch aus, dass im Falle eines Zugabebrunnens an allen R¨andern
des Elements die Normalfl¨usse nach außen gerichtet sind und im Falle eines Entnahmebrunnens
nach innen. F¨ur die Bestimmung der Staupunkte kann dies als der regul¨are Fall betrachtet werden,
da der Staupunkt außerhalb des Brunnenelements liegt. Im Falle einesschwachenBrunnens sind
nicht alle Flüsse nach außen bzw. innen gerichtet. Abb. 6.5(a) veranschaulicht diese Situation.
Bei schwachen Brunnen liegt der zugeh¨orige Staupunkt folglich innerhalb der Brunnenzelle.

(b)(a)

Abb. 6.5: Definition eines schwachen Brunnens. (a) Volumenstr¨ome an der
Brunnenzelle. (b) Bestimmung des Staupunkts und der anschließen-
den Stromlinien.

Für particle trackingSimulationen, die auf Str¨omungsfeldern basieren, die mit Hilfe der Methode
der Finiten Differenzen errechnet werden, hat ZHENG [202] ein halbanalytisches Korrekturver-
fahren für schwache Quellen und Senken entwickelt. Das Verfahren basiert auf derÜberlagerung
der analytischen L¨osung im Umfeld eines Brunnens in einem unbegrenzten Grundwasserleiter ei-
nerseits und der gemittelten Str¨omungsgeschwindigkeit innerhalb der Brunnenzelle, wie sie sich
aus den Kantenfl¨ussen ergibt, andererseits. Obwohl das Verfahren zur Ermittlung von Bahnlinien
in den Brunnenzellen erfolgreich eingesetzt werden konnte, weist es einige gravierende Nachteile
auf:

� Das Strömungsfeld ist ¨uber die Elementkanten nicht konform.
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� Die Bestimmung des Staupunktes erfordert eine rechenintensive nichtlineare Optimierung.

� Die krummlinigen Stromlinien innerhalb der Brunnenzelle erfordern eine numerische Inte-
gration zur Konstruktion der Stromlinien. Dies ist f¨ur keine andere Zelle notwendig.

Deshalb wurde im Programm GRAS ein vereinfachter Ansatz zur Bestimmung von Staupunkten,
die zu schwachen Brunnen geh¨oren, sowie ihrer anschließenden Stromlinien gew¨ahlt:

� Zunächst wird die irregul¨are Kante bestimmt. Dies ist im Fall eines Zugabebrunnens die
Zuflusskante, im Fall eines Entnahmebrunnens die Abflusskante.

� Für den Staupunkt wird angenommen, dass er sich in der Mitte der irregul¨aren Kante be-
findet.

� Innerhalb der Brunnenzelle werden die beiden Grenzstromlinien linearisiert. Die Austritts-
punkte werden an den benachbarten Kanten so festgelegt, dass der Normalfluss ¨uber die
Kanten integriert vom Staupunkt bis zum Austrittspunkt null betr¨agt. Dies ist in Abb. 6.5(b)
dargestellt.

Das hier vorgeschlagenead-hocVerfahren ist nicht exakt. Die wahre Lage des Staupunktes be-
findet sich innerhalb der Brunnenzelle und nicht an ihrem Rand. Ferner erscheint die Wahl der
Kantenmitte als Lage des Staupunktes willk¨urlich. Allerdings wird der Betrag des irregul¨aren
Flusses im Vergleich zu den regul¨aren Flüssen in den meisten Anwendungen vergleichsweise
klein sein. Deshalb ist der Versatz der Grenzstromlinien durch die ungenaue Bestimmung des
Staupunktes unter praktischen Gesichtspunkten vernachl¨assigbar.

6.3.3 Konstruktion der Stromlinien

Stromlinien, die an Staupunkten beginnen

Für Modellgebiete, die Brunnen beinhalten, stellen die Grenzstromlinien die wichtigsten Stromli-
nien dar. Grenzstromlinien bezeichnen die Grenze zwischen dem Wasser, das einem Zugabebrun-
nen entstammt bzw. einem Entnahmebrunnen zufließt, vom Wasser der Grundstr¨omung. Grenz-
stromlinien verlaufen durch den Staupunkt, der zu einem Brunnen geh¨ort. Folglich beginnt die
Konstruktion der Stromlinien an den Staupunkten.

Staupunkten im Gebietsinnern erfordern f¨ur gewöhnlich vier, Staupunkte am Gebeitsrand drei und
Staupunkte an Ecken des Gebites zwei anschließende Stromlinien. Bei der oben beschriebenen
Konstruktion der Staupunkte an schwachen Brunnen ergeben sich drei anschließende Stromlinien.

Die Konstruktion der Stromlinien beruht auf einemtracking Algorithmus. Hierbei werden die
Werte der Stromfunktion innerhalb einzelner Elemente ausgewertet (Gl. 6.2.26). Wegen der loka-
len Ermittlung der Stromfunktion kann dertrackingAlgorithmus unabh¨angig davon durchgef¨uhrt
werden, ob eine Stromfunktion f¨ur das Gesamtgebiet errechnet werden kann. Letzteres ist bei
Gebieten, die einen Brunnen beinhalten, nicht direkt m¨oglich. Mit der Wahl der lokalen Strom-
funktion werden diese Schwierigkeiten auf die Brunnenzelle selbst beschr¨ankt.
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Wenn der Staupunkt innerhalb eines Elements liegt, so weisen die Anschlusspunkte der vier
Stromlinien auf den Elementkanten denselben Wert der lokalen Stromfunktion auf wie der Stau-
punkt. Liegt der Staupunkt selbst auf einer Elementkante, so werden die Anschlusspunkte der
Stromlinien auf den Kanten in beiden benachbarten Elementen identifiziert. Liegt der Staupunkt
auf einem Knoten, m¨ussen alle vier Anschlusselemente auf Kantenpunkte mit gleichem Wert der
lokalen Stromkfunktion untersucht werden.

Nachdem der erste Anschlusspunkt der Stromlinie identifiziert wurde, schließt sich die Verfol-
gung der Stromlinie von Elementkante zu Elementkante an, bis der Rand des Gebietes, eine
Brunnenzelle oder ein anderer Staupunkt erreicht wird.

Zugabebrunnen

Abb. 6.6: Orientierung der Stromlinien an einem Staupunkt, der zu einem Zu-
gabebrunnen geh¨ort. Pfeilspitzen weisen in Str¨omungsrichtung.

Von den vier Stromlinien, die an einem normalen Staupunkt beginnen, sind zwei Stromlinien
falsch orientiert. Abb. 6.6 veranschaulicht die Situation f¨ur einen Zugabebrunnen. Um eine stren-
ge Ausrichtung der Stromlinien in Richtung der Str¨omung zu gew¨ahrleisten, m¨ussen Stromlinien,
deren Endpunkte einen h¨oheren Wert der Piezometerh¨ohe iaufweisen als der Staupunkt, umge-
dreht werden. Da die Punkte einer Stromlinie in einer Liste abgelegt sind, kann die Umkehrung
der Richtung durch Vertauschen der Querverweise bewerkstelligt werden.

Wenn eine Stromlinie sowohl an einem Staupunkt beginnt als auch endet, wird dieselbe Stromli-
nie doppelt konstruiert. Um Verwirrungen bei der Konstruktion der Elemente zu verhindern, wird
die falsch orientierte Stromlinie eliminiert.

Vorgehen zur Verfolgung der Stromlinien

Ausgehend von einem gegebenen Punkt auf einer Stromlinie an einer Kante oder einem Kno-
ten wird der nächste Punkt der Stromlinie auf den Kanten der Nachbarelemente gesucht. Hierbei
müssen der Eintritts- und der Austrittspunkt denselben Wert der lokalen Stromfunktion aufwei-
sen. Der lokale Wert der Stromfunktion entlang einer Kante wird durch lineare Interpolation der
beiden Knotenwerte ermittelt.

Komplikationen können sich dadurch ergeben, dass der Austrittspunkt der Stromlinie sehr dicht
an einem Knoten liegen kann. Insbesondere f¨ur Stromlinien entlang der Gebietsgrenze k¨onnte
sich durch Rundungsfehler ergeben, dass eine Stromlinie das Gebiet an einem an sich als ab-
flusslos definierten Rand verl¨asst. Um solche Fehler zu vermeiden, wird der Austrittspunkt einer
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Stromlinie auf den Knotenn gelegt, wenn der Wert der lokalen Stromfunktion im Bereich von
ψn�10�4maxel(ψ) liegt, wobeiψn den lokalen Knotenwert der Stromfunktion undmaxel(ψ) der
maximal auftretende Wert der lokalen Stromfunktion im Element darstellt. Die Gr¨oße 10�4 ist
ein heuristischer Parameter der r¨aumlichen Genauigkeit.

i

i+1?

i-1

i+1?

Abb. 6.7: Wahl des folgenden Punkts auf einer Stromlinie f¨ur nichteindeu-
tige Situationen. (i) und (i-1) bezeichnen den letzten und vorletz-
ten Punkt, mit (i+1?) werden die beiden m¨oglichen Folgepunkte be-
zeichnet. Es wird der Punkt mit der geringstenÄnderung der Strom-
linienrichtung gew¨ahlt.

Insbesondere wenn der zuletzt bestimmte Punkt einer Stromlinie ein Knoten ist, k¨onnen mehr
als ein möglicher Folgepunkt in den Nachbarelementen gefunden werden. In diesem Fall wird
derjenige Punkt als zuverl¨assigster Nachfolgepunkt ausgew¨ahlt, der zur geringsten Ver¨anderung
der Stromlinenrichtung f¨uhrt. Dies ist in Abb. 6.7 dargestellt.

Anfangspunkte an Zuflussr̈andern und Zugabebrunnen

Zur Konstruktion von Stromlinien, die an Zuflussr¨andern beginnen, werden zun¨achst alle Ran-
dabschnitte des Gebiets bestimmt, ¨uber die Wasser einstr¨omt. Eine Zuflussabschnitt kann entwe-
der durch einen Wechsel von Zufluss zu Abfluss oder keinem Fluss begrenzt werden oder durch
einen Anfangspunkt einer Grenzstromlinie. Abb. 6.8 veranschaulicht die Situation f¨ur ein Gebiet
mit zwei Zugabebrunnen in einer parallelen Grundstr¨omung.

Für alle Zuflussabschnitte wird der Gesamtzufluss ¨uber den Randabschnitt durch Integration er-
mittelt. Für einen vorgegebene Maximaldurchfluss je Stromr¨ohre∆Qm und den GesamtzuflussQt

i
des Zuflussabschnittsi, errechnet sich der Zufluss je Stromr¨ohre für diesen Zuflussabschnitt aus:

∆Qi =
Qt

i

INT

�
Qt

i
∆Qm

+1

� (6.3.32)

wobei INT die Integer-Funktion darstellt. Die Anwendung von (Gl. 6.3.32) gew¨ahrleistet, dass die
Durchflüsse je Stromr¨ohre für alle Stromr¨ohren, die zu einem Zuflussabschnitt geh¨oren, identisch



6.3. Erzeugung stromlinienorientierter Netze 79

t1
Q

t2
Q

t
3Q

t
4Q Zuflussrand 4

t
5Q

Zuflussrand 5

"No Flow" Rand
��������������������������������������������������������������������������������������

"No Flow" Rand

��������������������������������������������������������������������������������������
A

bflussrand

Zuflussrand 3

Z
uflussrand 2

Z
uflussrand 1

Abb. 6.8: Ränder für ein einfaches Modellproblem mit zwei Zugabebrunnen.

sind. Sie können sich jedoch von Zuflussabschnitt zu Zuflussabschnitt leicht unterscheiden. Hier-
bei ist zu bemerken, dass bei der klassischen Analyse von Str¨omungsnetzen davon ausgegangen
wird, dass der Durchfluss in allen Stromr¨ohren mit Ausnahme von Stromr¨ohren, die durch Grenz-
stromlinien zerschnitten werden, gleich ist. Dies kann dazu f¨uhren, dass am Gebietsrand oder
entlang von Grenzstromlinien sehr schmale Rest-Stromr¨ohren auftreten. Das Programm GRAS
konstruiert allerdings Str¨omungsnetze f¨ur den Zweck der Transportberechnung. Die Anwendung
von (Gl. 6.3.32) garantiert hierbei eine gr¨oßere Regelm¨aßigkeit der konstruierten Stromr¨ohren.

Wenn der Anfangs- oder Endpunkt eines Zuflussabschnitts keine Grenzstromlinie darstellt, muss
von diesem Punkt an eine Stromlinie konstruiert werden. Alle weitere Anfangspunkte ergeben
sich daraus, dass der Durchfluss je Stromr¨ohre gleich dem zuvor errechneten Wert∆Qi ist. Die
Bestimmung der Anfangspunkte an Zugabebrunnen unterscheidet sich nicht vom Vorgehen f¨ur
die Zuflussabschnitte an den Gebietsr¨andern. Die weitere Konstruktion der Stromlinien entspricht
der beschriebenen Konstruktion der Grenzstromlinien.

6.3.4 Bestimmung der Pseudopotentiallinien

Theoretisch w¨are es m¨oglich, die Konstruktion der Pseudopotentiallinien auf dieselbe Art durch-
zuführen wie die der Stromlinien. Dies w¨urde jedoch bedeuten, dass zwei Polygonzugscharen
unabhängig voneinder bestimmt w¨urden und f¨ur diese anschließend die Schnittpunkte bestimmt
werden müssten. Die aufwendige Ermittlung der Schnittpunkte kann vereinfacht werden, indem
die Pseudopotentialwerte bereits f¨ur die Punkte, die die Stromlinien beschreiben, durch bilineare
Interpolation in den Elementen ermittelt werden.

Nachdem die maximal und minimal auftretenden Werte des Pseudopotentials f¨ur das Gesamtge-
biet φmin undφmax sowie die Werte des Pseudopotentials f¨ur alle Staupunkteφ j

s ermittelt wurden,
wird der Bereich der Pseudopotentialwerte unterteilt. Die Werte an den Staupunkten werden auf-
steigend sortiert und die nun ermittelten Unterbereiche der Pseudopotentialwerte in gleich große
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Abschnitte unterteilt:

∆φ j ; j+1 =
φ j+1

s �φ j
s

INT

�
φ j+1

s �φ j
s

∆φm
+1

� (6.3.33)

∆φm stellt die vorgegebene maximale Pseudopotentialdifferenz zwischen zwei Pseudopotentialli-
nien,∆φ j ; j+1 die ermittelte Pseudopotentialdifferenz zwischenφ j

s und φ j+1
s dar. Diese Untertei-

lung erfolgt ebenso f¨ur die Pseuopotentialbereiche beginnend mitφmin bzw. endend mitφmax.
Nach Abarbeitung aller Pseudopotentialbereiche ergibt sich der Satz der geforderten Pseudo-
potentialwerte f¨ur die Isolinien. Wie für die Stromlinien k¨onnen somit leichtëAnderungen der
Potentialdifferenz je Isolinie von Unterbereich zu Unterbereich auftreten. Dies w¨are zwar wieder-
um untypisch f¨ur die klassische Str¨omungsnetzanalyse, verhindert jedoch das Auftreten kleiner
Elemente in der N¨ahe der Staupunkte oder am Gebietsrand.

Im nächsten Schritt werden die geforderten Pseudopotentialwerte entlang aller Stromlinien ge-
sucht. Hierbei wird eine lineare Interpolation der Pseudopotentialwerte der existierenden Punkte
der Stromlinien durchgef¨uhrt. Wenn für den Stromlinienabschnitt zwischen den Punkteni und
i + 1 festgestellt wurde, dass der gesuchte Pseudopotentialwertφr zwischen den Wertenφi und
φi+1 an den Punkten liegt, ergibt sich das Koordinatenpaar(xr ;yr) des Schnittpunktes zwischen
der zuφr gehörenden Pseudopotentiallinie und der Stromlinie aus:

xr = xi +
φr �φi

φi+1�φi
(xi+1�xi) yr = yi +

φr �φi

φi+1�φi
(yi+1�yi) (6.3.34)

Wenn der Wert des Pseudopotentials an einem bestehenden Punkt einer Stromlinie im Bereich von
φr �10�4∆φ j ; j+1 liegt, wird der Schnittpunkt mit der Pseudopotentiallinie auf den bestehenden
Punkt gelegt. F¨ur alle anderen F¨alle werden die Schnittpunkte in die Liste der Punkte, die zu
einer Stromlinie geh¨oren eingef¨ugt. Die Schnittpunkte werden f¨ur die Konstruktion der Elemente
markiert.

Die Abspeicherung der Knoten einer Stromlinie in Form einer doppelt verkn¨upften Liste erleich-
tert das Einfügen zus¨atzlicher Punkte. F¨ur den neuen Punkt m¨ussen lediglich die Zeiger vom
vorhergehenden und nachfolgenden Punkt umgestellt werden, sowie die Zeiger auf diese Punkte
für den neuen Punkt abgespeichert werden. Die Abspeicherung in From eines normales Feldes
würde hingegen aufwendige Verschiebungen erfordern.

6.3.5 Konstruktion der Elemente

Eine Stromr¨ohre wird durch zwei benachbarte Stromlinien beschrieben. Die Stromr¨ohren werden
durch die Pseudopotentiallinien in Elemente unterteilt. Beginnend an den Zuflussr¨andern oder an
Zugabebrunnen werden die ersten Schnittpunkte zwischen Stromlinien und Pseudopotentiallini-
en auf benachbarten Stromlinien bestimmt. Dies erfolgt anhand der oben genannten Markierung
der Schnittpunkte. Sind die Pseudopotentialwerte der beiden Schnittpunkte identisch, so kann di-
rekt das erste Element aus den Anfangspunkten und den beiden Schnittpunkten erstellt werden.
Unterscheiden sich jedoch die Pseudopotentialwerte der beiden Schnittpunkte, so stehen der Ge-
bietsrand und die Stromlinien nicht senkrecht aufeinander. In dem genannten Fall schneidet die
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Pseudopotentiallinie mit dem h¨oheren Wert den Gebietsrand zwischen den Anfangspunkten der
beiden Stromlinien.

Der Schnittpunkt zwischen Pseudopotentiallinie und Rand wird durch lineare Interpolation er-
mittelt. Als direkte Folge des schr¨agen Schnittes wird die Stromr¨ohre am Rand in ein Dreieck
und ein Fünfeck unterteilt. Das Dreieck wird durch zwei Kanten senkrecht zur Str¨omung (Längs-
Interface) und eine Kante parallel zur Str¨omung (Quer-Interface) beschrieben. Das F¨unfeck weist
drei Längs-Interfaces und zwei Quer-Interfaces auf. Abb. 6.9 verdeutlicht die Situation.

Zu-/Abflussrand

Abb. 6.9: Bildung eines Dreiecks und eines F¨unfecks für Stromröhren, die
den Gebietsrand schr¨ag schneiden. Gef¨ullte Kreise: bestehende
Schnittpunkte zwischen Stromlinien und Pseudopotentiallinien, of-
fene Kreise: ermittelter Punkt auf dem Gebietsrand, durchgezogene
Linie: Quer-Interface, gestrichelte Linie: L¨angs-Interface.

Die meisten Elemente k¨onnen als Vierecke beschrieben werden. Hierbei wird von den urspr¨ungli-
chen Stromlinien lediglich die Lage der Schnittpunkte mit den Pseudopotentiallinien beibehalten.
Nachdem die Elemente an den Zuflussr¨andern ermittelt wurden, k¨onnen die folgenden Elemente
einer Stromr¨ohre generiert werden, indem auf beiden Stromlinien nach den n¨achsten Schnitt-
punkten mit Pseudopotentiallinien gesucht wird. Am Abflussrand oder an Zellen, die einen Ent-
nahmebrunnen beinhalten, h¨ort die Generierung der Stromr¨ohre auf. Falls notwendig, m¨ussen am
Ende nochmals Dreieecke und F¨unfecke analog zum Vorgehen bei den Zuflussr¨andern eingesetzt
werden.

Ein spezielles Problem stellt sich, wenn eine der beiden Stromlinien, die eine Stromr¨ohre be-
schreiben, auf einen Staupunkt trifft. Dies geschieht bei Grenzstromlinien, die urspr¨unglich vom
Staupunkt beginnend konstruiert und anschließend umorientiert wurden. Im Gegensatz zu allen
anderen Punkten ist die Fortsetzung der Stromlinie von einem Staupunkt aus nicht eindeutig, da
sich an einem Staupunkt zwei Stromlinien kreuzen. Von den drei m¨oglichen Folgepunkten wird
derjenige ausgesucht, der den geringsten Abstand zum Folgepunkt auf der anderen Stromlinie
aufweist. Dies ist in Abb. 6.10 dargestellt.

Die Netzgenerierung wird mit der Ausgabe einer Bin¨ardatei, die die Netzinformationen beinhal-
tet, abgeschlossen. Dies umfasst:
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?

Staupunkt

?

?

Abb. 6.10: Bestimmung des Folgepunktes einer Stromr¨ohre an einem Stau-
punkt. Durchgezogene Linie: Bisher bestimmte Interfaces. Gestri-
chelte Linie: Mögliche Fortsetzungen hinter dem Staupunkt.

� Die Koordinaten aller Knoten des generierten Netzes,

� eine Liste aller Längs-Interfaces mit den jeweiligen Knoten, den ober- und unterstromigen
Elementen und dem Durchfluss ¨uber das jeweilige Interface,

� eine Liste aller Quer-Interfaces mit den jeweiligen Knoten sowie den anschließenden Ele-
menten,

� eine Liste aller Elemente mit den jeweiligen Knoten,

� eine Liste aller Zuflussabschnitte mit den zugeh¨origen Längs-Interfaces und

� eine Liste aller Zugabebrunnen mit den jeweiligen Knoten und den zugeh¨origen Längs-
Interfaces.

6.3.6 Beschr̈ankungen

Die beschriebene Methode der Netzerzeugung h¨angt stark von regul¨aren Ergebnissen des Ge-
schwindigkeits- und Pseudopotentialfeldes ab. In diesem Zusammenhang schließt die Regularit¨at
insbesondere folgende Punkte ein:

� Die numerisch bestimmten Strom- und Pseudopotentiallinien stehen senkrecht aufeinander.

� Die Sattelpunkte des Pseudopotentials und der Stromfunktion sind identisch.

� Die Staupunkte werden durch einen einzelnen Punkt approximiert, an dem beide Kompo-
nenten der numerisch bestimmten Geschwindigkeit null betragen.
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Obwohl bei der algorithmischen Umsetzung im Programm GRAS verschiedene m¨ogliche nu-
merische Fehlerquellen, wie z.B. das doppelte Auftreten desselben Pseudopotentialwertes auf
einer Stromlinie oder die nichteindeutige Fortsetzung einer Stromlinie, korrigiert werden k¨onnen,
kann nicht unbedingt f¨ur jedes Modellproblem ein Netz generiert werden. Dies ist z.T. von der
erwünschten Aufl¨osung des Durchflusses je Stromr¨ohre und der Pseudopotentialdifferenz je Pseu-
dopotentiallinie abh¨angig.

Ernsthafte Probleme bestehen, wenn die Bestimmung der Staupunkte nicht eindeutig erfolgen
kann. Dies tritt z.B. auf, wenn eine starke Anisotropie mit Orientierung schr¨ag zum Netz der
Strömungsberechnung angenommen wird.

Unter anisotropen Bedingungen k¨onnen auch die Sattelpunkte der berechneten lokalen Strom-
funktion und des berechneten Pseudopotentials auseinanderfallen. Kleinere Unterschiede in der
Lage der Staupunkte k¨onnen ausgeglichen werden, Unterschiede gr¨oßer als der Gitterabstand f¨ur
die Strömungsberechnung hingegen nicht.

Das Verfahren ist auf zweidimensionale Modellprobleme beschr¨ankt. Prinzipiell ist eine Erweite-
rung auf drei Dimensionen m¨oglich [132]. Allerdings m¨ussen in drei Dimensionen Grenzstrom-
flächen anstelle von Grenzstromlinien betrachtet werden. Die Konstruktion eines Netzes, das die-
se Grenzstromfl¨achen genau wiedergibt, w¨are unter heterogenen Bedingung ziemlich aufwendig.

Die Beschränkung des Verfahrens auf station¨are Strömungsfelder kann grunds¨atzlich nichtüber-
wunden werden. Unter instation¨aren Strömungsbedingungen m¨usste ein Netz, das die Grenz-
stromlinien genau wiedergibt, mit der Zeit r¨aumlich verschoben werden. Ans¨atze, die auf sich
bewegenden Netzen basieren, k¨onnen den EULER-LAGRANGE’schen Methoden entliehen wer-
den. Allerdings kann das Nachf¨uhren der Netze durch die unterschiedliche Mobilit¨at der Stoffe
im Mehrkomponententransport wesentlich erschwert werden [199].

6.4 Verwendete Methoden f ¨ur die Transportberechnung

In den nachfolgenden Abschnitten werden die eingesetzten Methoden zur Transportberechnung
auf rechteckigen wie auf stromlinienorientierten Netzen erl¨autert. Bei beiden erfolgt die Zeitin-
tegration voll explizit für die Advektion und voll implizit für die Dispersion. Allerdings werden
unterschiedliche Ans¨atze zur Stabilisierung eingesetzt.

6.4.1 Transportberechnung auf einem rechtwinkligen Netz

Zur Berechnung des Transports auf rechteckigen Netzen wird im Programm CONMIX die FCT-
Methode eingesetzt. Im Folgenden werden einige Besonderheiten bei der Approximation der di-
spersiven und advektiven Fl¨usse hingewiesen, sowie die zweidimensionale FCT-Implementierung
erklärt.

Dispersive Flüsse

Wie in Abschnitt 5.1.2 dargestellt wurde, ergibt die Standarddiskretisierung dispersiver Fl¨usse
bei vollbesetzten Dispersionstensoren nichtsymmetrische Gleichungssysteme. Die Symmetrieei-
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genschaft der Gleichungssysteme f¨ur elliptische und parabolische Fragestellungen tr¨agt jedoch
wesentlich zur Effizienz der einsetzbaren Gleichungsl¨oser bei [83]. In der FEM ergeben sich
symmetrische Gleichungssysteme f¨ur beliebige Dispersionstensoren auf beliebigen Netzen. Eine
Möglichkeit, auch f¨ur die FVM ein symmetrisches Gleichungssystem zu erhalten, besteht dar-
in, die Flüsse, die sich ausschließlich aus den Nebendiagonaleintr¨agenDxy ergeben, (1) an den
Gitterknoten zu ermitteln und hierzu (2) eine FEM-Formulierung zu verwenden, bei der die Ele-
mentecken mit den Zellenmittelpunkten identisch sind.

Die Mobilitätsmatrix, die sich f¨ur die Transportgleichung ausschließlich aus den Nebendiagonal-
elementen des Dispersionstensors ergibt, nimmt f¨ur beliebige Rechtecke folgende Gestalt an:

M =

2
6664

1
2Dxy 0 �1

2Dxy 0

0 1
2Dxy 0 �1

2Dxy

1
2Dxy 0 �1

2Dxy 0

0 1
2Dxy 0 �1

2Dxy

3
7775 (6.4.35)

wobei die Zellennumerierung um einen Knoten im Uhrzeigersinn erfolgt. (Gl. 6.4.35) l¨asst sich
auch als Addition zweier Diagonalfl¨usseüber eine Zellenecke interpretieren, wobei der Leitf¨ahig-
keitskoeffizient für den Fluss zwischen der linken unteren und der rechten oberen Zelle den Wert
1
2Dxy und für den Fluss zwischen der linken oberen und der rechten unteren Zelle den Wert�1

2Dxy

annimmt. Im Kontext des dispersiven Transport ergeben sich die gleichen Koeffzienten.

+

- +

-
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Abb. 6.11: Ermittlung des Fl¨usse, die sich aus den Nebendiagonaleintr¨agen
Dxy ergeben, an den Gitterknoten. (a) Diffusiver und antidiffu-
siver Fluss an dem Gitterknoteni + 1=2; j + 1=2. (b) Gesamt-
Differentiationsstern f¨ur die Zellei; j und Wahl der Entwicklungs-
punkte: Schwarze Punkte:Dyy-zugehörige Flüsse, weiße Punkte:
Dxx-zugehörige Flüsse, graue Punkte:Dxy-zugehörige Flüsse,

Diese Vorgehen wird in Abb. 6.11(a) anhand des Gitterknotensi+1=2; j +1=2 illustriert. Für die
Zelle i; j sind nunmehr insgesamt 8 Fl¨usse zu ber¨ucksichtigen, deren Entwicklungspunkte in Abb.
6.11(b) dargestellt sind.
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Es bleibt zu bemerken, dass die korrekte Approximation des Dispersionstensors auf einem recht-
eckigen beliebig orientierten Netz zu zus¨atzlichen diffusiven Diagonalfl¨ussen in Richtung der
Strömung und zu antidiffusen Diagonalfl¨ussen quer hierzu f¨uhrt. Dies ist nicht auf die verwendete
FEM-Formulierung zur Bewahrung symmetrischer Eigenschaften zur¨uckzuführen. Für Quadrat-
gitter mit konstanten Koeffizienten ergibt das Verfahren durch Einsetzen von (Gl. 5.1.15) in die
Definition der Flüsseüber die Kanten ein identisches Gleichungssystem. Der genannte antidiffuse
Fluss ist von besonderer Bedeutung f¨ur die Monotonie des Verfahrens und muss entsprechend bei
der FCT-Implemtierung im Verfahren niedrigerer Ordnung elminiert werden.

Bei dem geschilderten Vorgehen ist bisher nicht gekl¨art, wie die Nebendiagonaleintr¨ageDxy an
den Knoten zu ermitteln sind. F¨ur jede Zelle lässt sich ein eigener Wert an dem Knoten ermitteln.
Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall und zu den Fl¨ussen, die sich aus den Hauptdiagonalein-
trägen ergeben, kann eine Mittelungsregel nicht anhand der gleichzeitigen Kontinuit¨at der Flüsse
und der Unbekannten abgeleitet werden. Letztere ist bei diskontinuierlichen Koeffizienten nicht
möglich.

Würde allerdings eine arithmetrische Mittelung dieser Werte vorgenommen werden, k¨onnten an
einer Zelle Diagonalfl¨usse auftreten, in der selbst der Nebendiagonaleintrag null betr¨agt. Insofern
ergibt eine mit den Zellvolumina gewichtete harmonische Mittelung einen physikalisch sinnvol-
leren Wert:

Kxy
i+1=2; j+1=2 =

Vi; j +Vi; j+1+Vi+1; j +Vi+1; j+1

Vi; j

Dxy
i; j

+
Vi; j+1

Dxy
i; j+1

+
Vi+1; j

Dxy
i+1; j

+
Vi+1; j+1

Dxy
i+1; j+1

(6.4.36)

wobei die WerteDxy
i; j innerhalb der Zelle jeweils an der Eckei +1=2; j +1=2 ermittelt werden.

Wenn das Vorzeichen des Koeffizienten von Zelle zu Zelle wechselt, sollte der gemittelte Koeffi-
zient zu null gesetzt werden.

Advektive Flüsse

Als Verfahren niedrigerer Ordnung wird ein FVM-Verfahren mitupstremWichtung eingesetzt,
als Verfahren h¨oherer Ordnung eines mit zentraler Wichtung. Da die Zeitintegration f¨ur die Ad-
vektion voll explizit erfolgt, wird, um eine Konsistenz zweiter Ordnung zu erreichen, das LAX -
WENDROFF-Verfahren angewendet [120].

Beim LAX -WENDROFF-Verfahren wird ein k¨unstlicher Diffusionsterm zu den advektiven Fl¨ussen
addiert, um den antidiffusen Fehler der expliziten Zeitintegration auszugleichen. Der Diffusions-
tensorD

corr
kann aus einer TAYLOR-Reihenentwicklung abgeleitet werden [120] und betr¨agt:
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wobeivx undvy die Komponenten der Abstandsgeschwindigkeit darstellen. Die Fl¨usse der Kor-
rekturdiffusion werden auf der Grundlage der Konzentrationsverteilung zum alten Zeitpunkt be-
rechnet. Im Gegensatz hierzu erfolgt die Berechnung der nat¨urlichen diffusiven Fl¨usse anhand der
Konzentrationsverteilung zum neuen Zeitpunkt
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Das explizite Zeitintegrationsverfahren erfordert, dass die modifizierte COURANT-Zahl Cr den
Wert eins nicht ¨ubersteigt, wobei Letztere wie folgt definiert ist:

Cr =
∆t
Vel

max

0
@ nel

K

∑
i=1

max(Q
i
�ni;0);

nel
K

∑
i=1

max(�Q
i
�ni ;0)

1
A (6.4.38)

mit dem VolumenflussQi über Kantei und dem zugeh¨origen Normalenvektorni sowie der Anzahl
an Elementkantennel

K .

Zweidimensionale FCT Implementierung

Die mehrdimensionale Erweiterung desFCT-Verfahrens, wie es in Abschnitt 5.2.1 erkl¨art wurde,
wurde von ZALESAK [200] eingeführt. Es wird hier für zweidimensionale Anwendungen darge-
stellt. Als neuer Aspekt wird beachtet, dass sich die Fl¨usse des Verfahrens h¨oherer und niedrigerer
Ordnung in der Approximation nicht nur der Advektion sondern auch der Dispersion voneinan-
der unterscheiden k¨onnen. Wie in Abschnitt 5.2.3 begr¨undet wurde, empfiehlt es sich, f¨ur das
Verfahren niedrigerer Ordnung eine 5-Punkt-Differentiation der dispersiven Fl¨usse vorzunehmen
und für das Verfahren h¨oherer Ordnug eine 9-Punkt-Differentiation.

Wie oben dargestellt wurde, werden in CONMIX bei der 9-Punkt-Differentiation die Einfl¨usse
der Nebendiagonaleintr¨age vonD formal in Diagonalflüsseüberführt. Derartige Diagonalfl¨usse
bestehen bei der 5-Punkt-Differentiation nicht. Die Ber¨ucksichtigung von Diagonalfl¨ussen im
FCT-Verfahren für die FVM führt zu einer Variante der Methode, die der FEM-Version desFCT-
Verfahrens [149] ¨ahnlich ist.

Die in (Gl. 5.2.24) definierten antidiffusen Fl¨usse werden nunmehr f¨ur beide Raumrichtungen und
die Diagonalen bestimmt:
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h (i +1=2; j)�Fx
l (i +1=2; j)

Fy
ad(i; j +1=2) = Fy
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l (i; j +1=2)

Fxy
ad(i +1=2; j +1=2) = Fxy

h (i +1=2; j +1=2)

Fyx
ad(i +1=2; j +1=2) = Fyx

h (i +1=2; j +1=2)

(6.4.39)

wobei Fxy
ad(i + 1=2; j + 1=2) den Diagonalfluss von Zellei; j zu Zelle i + 1; j + 1 und Fyx

ad(i +
1=2; j + 1=2) den Diagonalfluss von Zellei; j + 1 zu Zellei + 1; j darstellt. Diese antidiffusen
Flüsse werden durch den f¨ur die jeweilige Grenzfl¨ache spezifischen FaktorTi+1=2; j , Ti; j+1=2,
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Txy
i+1=2; j+1=2 undTyx

i+1=2; j+1=2 korrigiert:
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(6.4.40)

Die Korrektorlösung wird ermittelt, indem alle korrigierten antidiffusen Fl¨usse, die zu einer Zelle
gehören, zur Lösung des Verfahrens niedrigerer Ordnung addiert werden:
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Die Begrenzungsprozedur besteht aus den folgenden vier Schritten:

Addition aller positiven/negativen antidiffusen Flüsse an einer Zelle
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Definition der maximal/minimal erlaubten antidiffusen Fl üsse an einer Zelle
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mit der Definition voncmax
i; j undcmin
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Berechnung des Verḧaltnisses zwischenQ�

i; j und P�i; j
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Definition von Ti+1=2; j und Ti; j+1=2
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Die Einbeziehung der dispersiven Fl¨usse in die Limitierungsprozedur desFCT-Verfahrens garan-
tiert die unbedingte Monotonie des Verfahrens, auch wenn eine starke Anisotropie der Dispersion
vorliegt. Dieser Aspekt wurde bei ver¨offentlichten Anwendungen des Verfahrens auf den advektiv
dominierten Transport bislang nicht ber¨ucksichtigt [91].
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6.4.2 Transportberechnung auf einem stromlinienorientierten Netz

Das Transportprogramm CONTRACT-4 basiert auf stromlinienorientierten Netzen, die vom Pro-
gramm für die Strömungsberechnung und die Netzgenerierung GRAS in Form bin¨aren Eingabe-
dateien bereit gestellt werden. Die Elemente im Transportprogramm werden als Finite Volumen
betrachtet. Entsprechend werden die Konzentrationen auf der Ebene der Elemente und nicht kno-
tenweise definiert.

CONTRACT-4 basiert auf einem 3-Schritt-Ansatz. Ausgehend von der L¨osung des vorangegan-
genen Zeitschrittsc(t), wird zunächst der advektive Transport mit Hilfe eines explizitenslope
limiter Verfahrens berechnet. Die L¨osung für den advektiven Transportcad(t +∆t) wird als An-
fangsbedingung f¨ur die Berechnung des dispersiven Transports verwendet. Die voll-implizite Be-
rechnung des dispersiven Transports f¨uhrt zur Lösung des konservativen Transportsctr(t +∆t).
Advektion und Dispersion werden f¨ur jede mobile Komponente berechnet.ctr(t +∆t) stellt die
Anfangsbedingung f¨ur die reaktiven Prozesse dar, die unabh¨angig voneinander in jedem Element
berechnet werden.

Das Prinzip der FVM wurde bereits in Abschnitt 5.1.2 behandelt. Allerdings beruht die Definition
der räumlichen Gradienten in (Gl. 5.1.11) und (Gl. 5.1.15) auf rechtwinkligen Netzen. In diesen
Gleichungen werden Gitterweiten∆x bzw.∆y verwendet, die in dieser Art bei beliebig geformten
Kontrollvolumina nicht auftreten.

Approximation der Gradienten f ür stromlinienorientierte Elemente

Sowohl für die Approximation der dispersiven Fl¨usse als auch f¨ur dasslope limiterVerfahren
müssen r¨aumliche Gradienten ermittelt werden. Die relevanten Gradienten sind in Str¨omungs-
richtung und orthogonal dazu orientiert. Abb. 6.12(a) zeigt ein perfekt stromlinienorientiertes
Viereckselement mit krummlinigen Kanten, die an den Elementecken orthogonal zueinander ste-
hen. Die vom Programm GRAS generierten Elemente weisen jedoch geradlinige Kanten auf,
sodass sie nicht perfekt an die Stromlinien angepasst sind (siehe Abb. 6.12(b)). Durch Koordina-
tentransformation lassen sich beide Elementtypen in ein Quadratelement mit Einheitskantenl¨ange
in lokalen Koordinaten ¨uberführen (siehe Abb. 6.12(c)). Die Str¨omungsrichtung soll von links
nach rechts erfolgen.

Die effekten Längen, die zur Ermittlung der Gradienten in Str¨omungsrichtung und orthogonal da-
zu verwendet werden, erg¨aben sich im krummlinigen Element aus der L¨ange des Bogens entlang
der Strom- bzw. Pseudopotentiallinie vom vom PunktS bis zur Elementkante. Hierbei liegt der
PunktSsowohl auf der Strom- als auch auf der Pseudopotentiallinie, die die Fl¨ache des Elements
jeweils halbieren. Wegen der stromlinienorientierten Ausrichtung der Elemente weisen diese Wir-
klinien in Richtung der lokalen Koordinatenr unds. Deswegen wird der PunktS im Weitren als
Schwerpunkt in Bezug auf die lokalen Koordinatenr;s bezeichnet. Durch die Vierecksapproxi-
mation ergeben sich gerade Wirklinien, die im Allgemeinen nicht exakt orthogonal zur Kante
stehen. Ihre L¨ange lässt sich wie folgt bestimmen:

� Ermittle den Schwerpunkt des Vierecks in Bezug auf die lokalen Koordinaten(rS;sS).

� Transformiere die lokalen Koordinaten des PunktesS sowie der Hilfspunkte I(rS;0), II
(sS;1), III (rS;1) und IV (0;sS) in globale Koordinaten.
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Abb. 6.12: Approximation des Gradienten entlang und orthogonal zu der Str¨omungsrichtung. (a) Perfekt
stromlinienorientiertes Viereckselement; (b) Approximation durch ein Viereckselement mit
geradlinigen Kanten; (c) Viereckselement in lokalen Koordinaten. S: Schwerpunkt in Bezug
auf die lokalen Koordinatenr;s.

� Bestimme die Abst¨ande der Hilfspunkte vom PunktS in globalen Koordinaten.

Die letztgenannten Abst¨ande werden im weiteren als die halbe apparente L¨angel i
i;m=2 des Ele-

mentsi in Bezug auf das L¨angsinterfacei;m bzw. als die halbe apparente Breitewi
i; j=2 des Ele-

mentsi in Bezug auf das Querinterfacei; j bezeichnet, wobei das Elementm in Strömungsrichtung
zum Elementi benachbart ist und das Elementj quer dazu (siehe Abb. 6.13).

Der Längsgradient∇ci;m zwischen den Zelleni undmkann nun wie folgt ermittelt werden:

∇ci;m =
2(cm�ci)

l i
i;m+ lm

i;m

(6.4.47)

Für den Quergradienten∇ci; j zwischen den Zelleni und j ergibt sich entsprechend:

∇ci; j =
2(cj �ci)

wi
i; j +wj

i; j

(6.4.48)

Der Lage des PunktesS in lokalen Koordinaten(rS;sS) ergibt sich aus der Division der ersten
Flächenmomente inr- unds-RichtungMA1

r bzw.MA1
s durch die FlächeA des Elements:

rS =
MA1

r

A
sS =

MA1
s

A
(6.4.49)
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Abb. 6.13: Apparente Breiten und L¨angen des Elementsi.
Strömungsrichtung: Zellenk ! i ! m.
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(6.4.50)

Die Transformation in globale Koordinaten erfolgt nach dem isoparametrischen Konzept gem¨aß
(Gl. 6.2.5).
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Dispersiver Transport

Für die Ermittlung der dispersiven Fl¨usse werden keine gemischten Ableitungen gebildet, da das
Netz bereits auf L¨angs- und Querinterfaces in Bezug auf die Str¨omung aufbaut. Durch Einset-
zen von (Gl. 6.4.47) und (Gl. 6.4.48) in die Definition des dispersiven Flusses k¨onnen die ¨uber
das Zeitinkrement∆t integrierten dispersiven Fl¨usseüber Längs- und Querinterfaces wie folgt
berechnet werden:

F dl
i;m = ∆t Al

i;m(qi;mαl + neDm)
2(ci�cm)

l i
i;m+ lm

i;m
(6.4.51)

F dt
i; j = ∆t At

i; j (qeαt + neDm)
2(ci�cj)

wi
i; j +wj

i; j

(6.4.52)

wobei qi;m die Filtergeschwindigkeit ¨uber das L¨angsinterface zwischen den Elementeni und m
darstellt. (Gl. 6.4.52) beinhaltet eine effektive Filtergeschwindigkeitqe für ein Querinterface. Da
die Geschwindigkeiten nicht an den Quer- sondern den L¨angsinterfaces definiert sind, wird diese
effektive Filtergeschwindigkeitqe durch arithmetrische Mittelung der Filtergeschwindigkeiten an
den jeweils zwei L¨angsinterfaces innerhalb der beiden Elemente und anschließender abstandsge-
wichteter harmonischer Mittelung zwischen den beiden Elementen ermittelt:

qe =
(wi

i; j + wj
i; j)qiqj

qiw
j
i; j + qjwi

i; j

(6.4.53)

wobeiqi undqj die arithmetrisch gemittelten Filtergeschwindigkeiten in den Elementeni bzw. j
darstellen.

Die Gleichungen f¨ur die dispersiven Fl¨usse werden an allen Interfaces aufgestellt, die Speicherter-
me an allen Elementen. Es wird ein EULER-Rückwärts-Verfahren f¨ur die Zeitintegration verwen-
det. Für das sich daraus ergebende lineare Gleichungssystem wird ein CG-L¨oser mit unvollst¨andi-
ger CHOLESKY-Faktorisierung verwendet [170]. Die Matrix und die Vorkonditionierungsmatrix
werden zu Beginn der Simulation einmalig ermittelt und in allen Zeitschritten verwendet.

Advektiver Transport

Für die Berechnung des advektiven Transports wird dasslope limiterVerfahren, wie es in Ab-
schnitt 5.2.1 erkl¨art wurde, verwendet. Da das verwendete Netz an den Stromlinien orientiert ist,
kann der advektive Transport quasi-eindimensional betrachtet werden. Jedes Element ist mit ge-
nau zwei Nachbarelementen verbunden: einem oberstromigen und einem unterstromigen. Dies
erlaubt die explizite Zeitintegration, wie sie in (Gl. 5.2.17) vorgenommen wurde.

Im Programm CONTRACT-4 wird ROE’s Superbee limiterverwendet. Um das Verfahren auf
nicht-rechteckige Elemente anwenden zu k¨onnen, werden die Gradienten, wie sie in (Gl. 5.2.19)



6.5. Kopplung von Transport und reaktiven Prozessen 93

angegeben sind, wie folgt umdefiniert:

sdwn
lin =

2(cj+1�cj)

l j+1
j ; j+1+ l j

j ; j+1

sdwn
max =

2(cj+1�cj)

max
�

l j+1
j ; j+1 ; l

j
j ; j+1

�

sup
lin =

2(cj �cj�1)

l j
j�1; j + l j�1

j�1; j

sup
max =

2(cj �cj�1)

max
�

l j
j�1; j ; l

j�1
j�1; j

�

(6.4.54)

6.5 Kopplung von Transport und reaktiven Prozessen

Für die Kopplung zwischen dem advektiv-dispersiven Transport und den reaktiven Prozessen ste-
hen grunds¨atzlich zwei unterschiedliche Ans¨atze zu Verf¨ugung: Bei einerexplizitenKopplung
werden die Teilprozesse unabh¨angig voneinander gel¨ost, ein Austausch zwischen den Prozes-
sen findet nur ¨uber die Ergebnisse statt. Bei denimplizitenKopplungsverfahren wird der jeweils
andere Prozess bei der L¨osung eines Teilprozesses mitber¨ucksichtigt.

Im Folgenden werden das explizite Kopplungsschema (hier alsoperator splitVerfahren bezeich-
net) und zwei implizite Schemata vorgestellt und miteinander verglichen. F¨ur die drei Verfahren
werden die Vor- und Nachteile aufgef¨uhrt sowie die Bedingungen, die sich f¨ur die numerischen
Verfahren zur Simulation der Teilprozesse aus den Kopplungsverfahren ergeben.

6.5.1 Operator SplitAnsatz

Die grundlegende Idee desoperator splitAnsatzes [198] besteht darin, das gekoppelte Problem in
ein Transportproblem und ein Reaktionsproblem aufzuteilen und beide Teilprobleme unabh¨angig
voneinander in einer Sequenz zu l¨osen:

c(tn+1) = c(tn)+∆ctrans+∆cchem (6.5.55)

Dies führt zu folgendem Schema:

1. Nehmec(tn) als Anfangsbedingung und l¨ose:

c̃n+1 =

tn+1Z

tn

TransportohneReaktionendt
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2. Nehme ˜cn+1 als Anfangsbedingung und l¨ose:

c(tn+1) =

tn+1Z

tn

ReaktionenohneTransportdt

3. Gehe zum n¨achsten Zeitschritt.

Im Transportschritt muss eine lineare PDG je mobiler Komponente gel¨ost werden, im Reaktions-
schritt ein nichtlineares DAGLS je Knoten oder Zelle.

Es bestehen Varianten der Methode wie z.B. die 3-Schritt-Methode [181], in der zun¨achst der
Transportschritt f¨ur das halbe Zeitinkrement gel¨ost wird, dann der Reaktionsschritt f¨ur das gan-
ze Zeitinkrement und schließlich der Transportschritt f¨ur die zweite Hälfte des Zeitinkrements.
Dieses Vorgehen wurde f¨ur den mikrobiell beeinflussten Stofftransport im Grundwasser z.B. von
[205] eingesetzt.

Die Vorteile desoperator splitAnsatzes liegen auf der Hand. Das Verfahren ist einfach zu im-
plementieren, der rechnerische Aufwand ist gering , und das Transportschema kann v¨ollig un-
abhängig vom Schema f¨ur die reaktiven Prozesse optimiert werden.

Das Hauptproblem des Ansatzes liegt in der Erzeugung eines nicht bestimmbaren Kopplungs-
fehlers. Die simulierten Prozesse treten in der Natur gleichzeitig auf und beeinflussen sich ge-
genseitig, werden aber entkoppelt in einer Sequenz betrachtet. Unter ung¨unstigen Bedingungen
kann die Entkopplung zu Instabilit¨aten führen, die lediglich durch die Wahl kleiner Zeitschritt-
weiten verhindert werden k¨onnen. Ein Fehlersch¨atzer besteht nach Wissen des Verfassers nur
für vereinfachte reaktive Problemstellungen wie dem Abbau erster Ordnung oder der einfachen
MICHAELIS-MENTEN-Kinetik [107, 138].

Als Kopplungsbedingung tritt bei demoperator splitAnsatz lediglich der Austausch von Konzen-
trationen zwischen den beiden Halbschritten auf. Die r¨aumliche Diskretisierung der Transportbe-
rechnung darf sich von derjenigen der Reaktionsberechnung unterscheiden, sofern die Ergebnisse
räumlich umverteilt werden.

6.5.2 Iterative Zwei-Schritt Methode

Die Einführung einer Iteration in denoperator splitAnsatz vermag den Kopplungsfehler des
Verfahrens zu begrenzen. Das Verfahren in [111] enth¨alt einen reaktiven Quellen-/Senkenterm
im Transportschritt, der durch den Reaktionsschritt iterativ erneuert wird. Wie imoperator split
Ansatz wird die Zwischenkonzentration ˜cn+1 als Anfangsbedingung f¨ur den Reaktionsschritt ein-
gesetzt.

Diese Methode l¨asst sich dahingehend modifizieren, dass die L¨osung des letzten Zeitschritts als
Anfangsbedingung f¨ur beide Halbschritte eingesetzt werden kann [36]. Dies erfordert die De-
finition einer expliziten Transportrate f¨ur den Reaktionsschritt. Das Prinzip l¨asst sich wie folgt
erklären:

ci(tn+1) =

tn+1Z

tn

τi + ri dt (6.5.56)
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wobei τi die Transportrate f¨ur die Komponentei am betrachteten Knoten undri den zugeh¨ori-
gen reaktiven Quellen-/Senkenterm darstellen. Im Transportschritt wirdτi implizit berechnet und
ri explizit berücksichtigt, wohingegen im Reaktionsschrittτi einen explizit vorgegebenen Term
nullter Ordnung darstellt undri implizit berechnet wird. Dies f¨uhrt zu folgendem Schema:

1. Übernnehme die reaktive Rate vom letzten Zeitschritt als Anfangssch¨atzung zur Initialisie-
rung eines neuen Zeitschrittes:

r(0)i;n+1 = ri;n

2. Nehmeci(tn) als Anfangsbedingung f¨ur den Transportschritt und l¨ose:

ctrans;(ν)
i;n+1 =

tn+1Z

tn

trans� r(ν�1)
i;n+1 dt

3. Berechne die explizite Transportrate f¨ur den Iterationsschrittν:

τ(ν)i;n+1 =
ctrans;(ν)

i;n+1 �ci(tn)

tn+1� tn
+ r(ν�1)

i;n+1

4. Nehmec(tn) als Anfangsbedingung f¨ur den Reaktionsschritt und l¨ose:

cchem;(ν)
i;n+1 =

tn+1Z

tn

chem+ τ(ν)i;n+1

5. Berechne die explizite Reaktionsrate f¨ur den Iterationsschrittν:

r(ν)i;n+1 =
cchem;(ν)

i;n+1 �ci(tn)

tn+1� tn
� τ(ν)i;n+1

6. Überprüfe die Konvergenz:

kcchem;(ν)
i;n+1 � ctrans;(ν)

i;n+1 k < εi ?

7. Gehe zur¨uck zum Transportschritt mitν = ν+1 oder weiter zum n¨achsten Zeitschritt.

Wie beim operator splitAnsatz muss f¨ur jeden Transportschritt eine lineare PDG je mobiler
Komponente sowie im Reaktionsschritt ein nichtlineares DAGLS je Knoten oder Zelle gel¨ost
werden.

Der Hauptvorteil gegen¨uber demoperator splitAnsatz liegt in der̈Uberprüfung und Begrenzung
des Kopplungsfehlers. Allerdings m¨ussen beide Halbschritte mehrmals berechnet werden, was
zu einem h¨oheren Rechenaufwand f¨uhrt. Die eingesetzten Methoden f¨ur die beiden Halbschritte
können fast unabh¨angig voneinander optimiert werden. Die Implementierung ist vergleichsweise
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einfach, sodass grunds¨atzlich alle EULER’schen Transportmodelle zu Modellen f¨ur den reaktiven
Mehrkomponententransport erweitert werden k¨onnen.

Ein Hauptproblem des Verfahrens besteht darin, dass die Konvergenz, die im sechsten Schritt
des Schemas ¨uberprüft wird, für eine beliebige Wahl der Zeitschrittweite nichta priori garantiert
werden kann. Die Wahl der Zeitschrittweite ist vom Konvergenzverhalten des Kopplungsschemas
abhängig. Die höchste Effizienz kann erreicht werden, wenn die Zeitschrittweite an das Kon-
vergenzverhalten angepasst wird. M¨ogliche Kriterien hierzu w¨aren die Anzahl der ben¨otigten
Iterationsschritte oder die Konvergenzrate.

Es ist darauf hinzuweisen, dass die iterative Zwei-Schritt-Methode zwei Linearisierungen enth¨alt:
eine im Kopplungsschema und eine zweite im Reaktionsschritt. Falls f¨ur den Transportschritt ein
nichtlineares Verfahren eingesetzt wird, ergeben sich sogar drei Linearisierungen. Dies kann unter
bestimmten Umst¨anden weniger effizient sein als ein direktes Kopplungsverfahren, bei dem das
Gesamtsystem der Gleichungen konsistent linearisiert wird (siehe Abschnitt 6.5.3).

Im Vergleich zumoperator splitAnsatz bestehen erweiterte Kopplungsbedingungen. Das Verfah-
ren für den Transportschritt muss r¨aumlich verteilte, von der Str¨omung unabh¨angige Quellen- und
Senkenterme ber¨ucksichtigen k¨onnen, und im Reaktionsschritt ist die Transportrate als zus¨atz-
licher Term nullter Ordnung miteinzubeziehen. Die r¨aumliche Diskretisierung muss f¨ur den ge-
samten Zeitschritt ¨ubereinstimmen und nicht nur f¨ur den Austausch der Ergebnisse.

6.5.3 Direkte Kopplung

Im direkten Kopplungschema werden die PDG f¨ur den Transport und das DAGLS f¨ur die reakti-
ven Prozesse gleichzeitig gel¨ost. In [128] wurde hierzu ein von den reaktiven Prozessen bestimm-
ter nichtlinearer Term erster Ordnung in die Transportgleichung eingef¨uhrt, die mit der FEM
gelöst wurde. Zur Linearisierung wurde eine PICARD-Iteration verwendet. In einer dreidimensio-
nalen Anwendung haben dieselben Verfasser den Ansatz vereinfacht, indem sie die reaktiven Ter-
me explizit ber¨ucksichtigt haben [71]. In [21] wurde sowohl ein reaktiver Term erster als auch ein
reaktiver Term nullter Ordnung in die Transportgleichung eingef¨uhrt, welche mit der FEM unter
Verwendung lokal adjungierter Testfunktionen gel¨ost wurde. Hierbei wurden die Reaktionsraten
auf der Grundlage von Konzentrationen, die durch eine Projektion der Knotenkonzentrationen der
letzten beiden Zeitschritte abgesch¨atzt wurden, berechnet.

Im Gegensatz zu den genannten Verfahren, bei denen die reaktiven Terme in ein Verfahren zur
Lösung des Transportproblems integriert wurden, soll an dieser Stelle ein klassisches Linienver-
fahren vorgestellt werden. Diese Methode wurde z.B. in einem Programm zur L¨osung reaktiver
Transportprobleme in unterschiedlichen aquatischen Systemen verwendet [157].

Hierzu wird die Transportgleichung r¨aumlich mittels eines EULER’schen Verfahrens diskretisiert,
sodass dienKomp PDG’s für den Transport in ein System vonnKomp� nKn gewöhnlichen DGL’s
überführt werden. Letztere werden nun mit dennKn DAGLS’s, die die reaktiven Prozesse an den
Knoten beschreiben, kombiniert, sodass eine großes DAGLS der OrdnungnKomp� nKn entsteht.
Dieses DAGLS wird mittels des L¨osers DASPK integriert [17].

Damit kann eine konsistente Linearisierung des Gesamtproblems erreicht werden. Die Eigen-
schaften des DAGLS-L¨osers wie die Adaptivit¨at in der Wahl der Zeitschrittweite und der Appro-
ximationsordnung k¨onnen für die Lösung des gekoppelten Systems genutzt werden. Eine konsi-
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stente Initialisierung muss nur einmal f¨ur die gesamte Berechnung durchgef¨uhrt werden.

Der rechnerische Aufwand des Verfahrens ist allerdings vergleichsweise hoch, da das gekoppel-
te System groß, nichtlinear und steif ist. Bei Verfahren, die auf der Entkopplung von Transport
und reaktiven Prozessen beruhen, k¨onnen die Einzelverfahren unabh¨angig voneinander optimiert
werden. Da die großen Gleichungssysteme, die sich aus der Transportdiskretisierung ergeben, li-
near sind, m¨ussen bei den entkoppelten Verfahren zwar viele, aber nur kleine Systeme, n¨amlich
diejenigen für die reaktiven Prozesse an allen Knoten, linearisiert werden. Im Gegensatz hierzu
wird bei der direkten Kopplung ein sehr großes System linearisiert. Dies erfordert lange Re-
chenzeiten. Andererseits sind weniger Iterationen erforderlich, was zu verringerten Rechenzei-
ten führt. Die durch die Linearisierung entstandenen linearen Gleichungssysteme k¨onnen stark
nichtsymmetrisch und schlecht konditioniert sein und erfordern somit rechnerisch aufwendige
Gleichungslöser.

Die Kopplungsbedingungen sind im Vergleich zu den beiden anderen Kopplungsverfahren am
weitreichendsten. Die r¨aumliche Diskretisierung muss f¨ur den Transport und die reaktiven Pro-
zesse identisch sein. Außerdem muss die Diskretisierung f¨ur den Transport in das Linienverfahren
integrierbar sein, sodass ausschließlich semidiskrete Verfahren angewendet werden k¨onnen.

6.5.4 Vergleich der Kopplungsans̈atze

Als Testfall für den Vergleich der Kopplungsans¨atze wird die reduktive Dechlorierung von Tetra-
chlorethen (PCE) in einer 100m langen Stromr¨ohre betrachtet. Der Testfall wird in Abschnitt 8.3
detailierter beschrieben. Es werden sechs mobile Komponenten ber¨ucksichtigt: die vier chlorier-
ten Ethene, das unchlorierte Ethen und ein nicht spezifizierter Elektronendonator. Die Konzentra-
tionen dieser Stoffe in einer sorbierten Phase sowie vier unterschiedliche Biomassen, die jeweils
einen Reduktionsschritt katalysieren, werden als immobile Komponenten in die reaktiven Berech-
nungen miteinbezogen. Die Modelannahmen inklusive der Gleichungen und Parameter werden in
Abschnitt 8.3 beschrieben.

Als Anfangszustand wird eine ¨uber das Gesamtgebiet homogene PCE-Kontamination angenom-
men. Die sorbierte und die gel¨oste Phase befinden sich im Gleichgewicht. Weder die Metaboliten,
noch der Elektronendonator sind vorhanden. Es werden homogen verteilte, betragsm¨aßig sehr
kleine Anfangsbiomassen angenommen.

Vom Beginn der Simulation an wird Wasser, das mit dem Elektronendonator beladen ist, in das
Gebietüber den Zuflussrand eingebracht. Dies f¨uhrt zur Stimulierung der mikrobiellen Aktivit¨at
und damit zum Substratverbrauch sowie zum Enstehen der niedriger chlorierten Metabolite.

In den Modellläufen werden 50 Tage Elektronendonator-Zugabe simuliert. Abb. 6.14 zeigt die
Konzentrationsverteilung der gel¨osten Stoffe nach 30 Tagen.

Folgende numerische Verfahren werden eingesetzt:

� Die direkte Kopplung, wie in Abschnitt 6.5.3 dargestellt. Hierbei basiert die Transportdis-
kretisierung auf der FVM unter Verwendung von ROE’s Superbee limiter. Die Zeitschritt-
weite wird durch den DASPK-L¨oser adaptiv angepasst.

� Die iterative Zwei-Schritt-Kopplung, wie in Abschnitt 6.5.2 dargestellt. F¨ur die Model-
lierung des Transports wird die FEM verwendet, wobei der advektive Anteil durch das
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Abb. 6.14: Reduktive Dechlorierung von PCE in einem eindimensionalen Sy-
stem. Längsprofile der gel¨osten Konzentrationen 30 Tage nach
Beginn der Elektronendonator-Zugabe. Vergleich der drei Kopp-
lungsans¨atze für die reaktiven Prozesse und den Transport.
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FCT-Verfahren stabilisiert wird. F¨ur die Zeitdiskretisierung des Transportschritts wird die
CRANK-NICOLSON Integration verwendet. Die Zeitschrittweite ist aus Konvergenzgr¨unden
auf 225s begrenzt. Eine adaptive Zeitschrittwahl kommt nicht zur Anwendung. F¨ur die
reaktiven Prozesse wird DASSL verwendet [150]. Das Verfahren ist ausf¨uhrlich in [31]
dargestellt.

� Die operator split Kopplung, wie in Abschnitt 6.5.1 dargestellt. F¨ur die Modellierung
des reaktiven Transports wird das Programm CONMIX verwendet. Um das COURANT-
Kriterium einzuhalten, wird die Zeitschrittweite auf 30000s festgesetzt.

Alle Programme sind in FORTRAN 77 abgefasst. In Tabelle 6.1 wird die Effizienz der gew¨ahlten
numerischen Verfahren f¨ur eine Hewlett-Packard 735-125 Workstation unter dem Betriebssystem
HP-UNIX verglichen. Physikalische Erl¨auterungen zu den Berechnungen sind Abschnitt 8.3 zu
entnehmen. An dieser Stelle sollen lediglich die drei Kopplungsmethoden verglichen werden.

Zunächst kann eine gute qualitativëUbereinstimmung der Ergebnisse festgestellt werden. Das
Gesamtverhalten wird in allen Simulation gleich wiedergegeben. Deroperator splitAnsatz zeigt
ein signifikantes Vorlaufen der Front. Dies ist darauf zur¨uckzuführen, dass die reaktiven Pro-
zesse zu einer Retardation der Frontgeschwindigkeiten f¨uhren. Die Retardation wird im Trans-
portschritt nicht direkt ber¨ucksichtigt. Entsprechend werden die Fronten im Transportschritt zu
schnell weiterbewegt. Im folgenden Reaktionsschritt werden zwar die Konzentrationsver¨ande-
rungen abgebaut, aber offensichtlich nicht in einem ausreichenden Maß. Durch Wahl eines klei-
neren Zeitschrittes k¨onnte die Approximation der reaktiven Front durch denoperator splitAnsatz
verbessert werden.

Tabelle 6.1: Effizienz der Kopplungsans¨atze für den Testfall.

Anzahl der

Zeitschritte

CPU-Zeit CPU-Zeit

je Zeitschritt

Direkte Kopplung 10 532 2h 43min 31s 0.93s

Iterative 2-Schritt-Methode 19 200 33h 22min 52s 6.26s

Operator splitAnsatz 144 27min 26s 11.43s

Entsprechend den Erwartungen ist der rechnerische Aufwand f¨ur denoperator splitAnsatz am
geringsten. Allerdings ist dies auch auf die geringe Anzahl an Zeitschritten zur¨uckzuführen. Die
relativ hohe CPU-Zeit je Zeitschritt ist ein Effekt der großen Zeitschrittweite und der starken
Abweichung vom Fließgleichgewichtszustand zu Beginn des Reaktionsschritt durch den entkop-
pelten transportbedingten Stoffeintrag. Dadurch beginnt der DASSL mit sehr kleinen internen
Zeitschritten für die Reaktionsberechnungen.

Die Effizienz des iterativen Zwei-Schritt-Verfahrens ist schlechter als diejenige der direkten Kopp-
lung. Dies könnte sich durch die Anwendung einer adaptiven Zeitschrittwahl im iterativen Zwei-
Schritt-Verfahren ver¨andern. Allerdings tr¨agt die konsistente Linearisierung der direkten Kopp-
lung ihren Anteil bei. Die durchschnittliche Zeitschrittweite entspricht bei der direkten Kopp-
lung etwa der halben Zeitschrittweite f¨ur das iterative Zwei-Schritt-Verfahren, die CPU-Zeit je
Zeitschritt ist jedoch sechsfach geringer. Die h¨aufige Neuberechnung kleiner DAGLS-Probleme
erweist sich zumindest bei dem gew¨ahlten Testfall als weniger effizient als die Integration eines
großen DAGLS.
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Es ist zu beachten, dass der Vergleich bei mehrdimensionalen Problemen anders ausfallen kann.
Bei derartigen Fragestellungen werden zumeist mehr Unbekannte betrachtet und die Matrizen der
resultierenden linearen Probleme sind schlechter konditioniert als bei eindimensionalen Proble-
men.

6.5.5 Zusammenfassung

Die Berücksichtigung reaktiver Prozesse in einem Transportmodell f¨uhrt zu zus¨atzlichen Anfor-
derungen an die Numerik des Transportverfahrens (siehe hierzu Abschnitt 4.2.2). Die Wahl eines
Transportverfahrens h¨angt von der Wahl der Kopplungsmethode ab.

Die dargestellten Kopplungsmethoden lassen sich wie folgt charakterisieren:

� Dieoperator splitMethode stellt den Kopplungsansatz mit der geringsten Anzahl an zus¨atz-
lichen Bedingungen dar und erm¨oglicht die Anwendung aller Transportschemata f¨ur den
reaktiven Mehrkomponententransport. Der Kopplungsfehler ist unbekannt, entsprechend
sollten keine zu großen Zeitinkremente gew¨ahlt werden.

� Die direkte Kopplung stellt die konsistenteste Kopplungsmethode dar und weist sich durch
hohe Genauigkeit und Stabilit¨at aus. Der Ansatz ist begrenzt auf EULER’sche Transport-
schemata, die sich in die Linienmethode einf¨ugen lassen. Bei mehrdimensionalen Anwen-
dungen m¨ussen sehr große DAGLS gel¨ost werden. Das Verfahren erfordert sehr stabile
lineare Gleichungsl¨oser.

� Die iterative Zwei-Schritt-Methode stellt eine Art Kompromiss dar. Sie erm¨oglicht einer-
seits die Begrenzung des Kopplungsfehlers und andererseits die weitgehend unabh¨angige
Behandlung der reaktiven Terme und des Stofftransports. Allerdings kann die Konvergenz
des Verfahrens sehr kleine Zeitschritte erfordern.

Im Testfall ist die direkte Kopplung effizienter als die iterative Zwei-Schritt-Methode. Zum Teil
kann dies als Ergebnis der konsistenten Linearisierung gewertet werden. Die Anpassung der Zeit-
schrittweite an das L¨osungsverhalten tr¨agt mit Sicherheit zur vergleichsweise hohen Effizienz der
direkten Kopplung bei.

Zumindest für eindimensionale Fragestellungen erschient der rechnerische Aufwand f¨ur die di-
rekte Kopplung akzeptabel. Aufgrund der Genauigkeit und Stabilit¨at kann deshalb der Einsatz
dieses Verfahrens f¨ur eindimensionale Fragestellungen empfohlen werden.

Der operator splitAnsatz erscheint aus der Sicht der numerischen Analyse steifer Systeme zu-
nächst als schlechte Wahl. Er konnte jedoch in vielen Anwendungen erfolgreich eingesetzt wer-
den [43, 42, 97, 69, 71, 197, 55, 125, 130]. F¨ur große Modellgebiete, die mit mehreren Zehntau-
send Knoten diskretisiert werden, mag deroperator splitAnsatz sogar das einzig praktisch ein-
setzbare Verfahren f¨ur den reaktiven Mehrkomponententransport darstellen. Die Einschr¨ankun-
gen des Verfahrens sollten jedoch bei seinem Einsatz ber¨ucksichtigt werden. Es empfiehlt sich
für jede spezielle Anwendung, die Genauigkeit desoperator splitVerfahrens durch den Vergleich
mit implizit gekoppelten Verfahren anhand eindimensionaler Modellrechnungen zu ¨uberprüfen
und dem anschließend mehrdimensionale Berechnungen mit dem Verfahren durchzuf¨uhren.



Kapitel 7

Anwendungen auf den aeroben
Schadstoffabbau

Um die Abhängigkeit der mikrobiellen Aktivit¨at von der räumlichen Verteilung hydraulischer
Eigenschaften exemplarisch zu demonstrieren, wird im Folgenden auf das in der Literatur h¨aufig
verwendete System des Sauerstoff-limitierten aeroben Schadstoffabbaus zur¨uckgegriffen [55, 128,
125, 71]. Dieses stark vereinfachte mikrobielle System ber¨ucksichtigt einen Schadstoff, f¨ur den
Sorption im Gleichgewicht angenommen wird, Sauerstoff, sowie eine immobile Biomasse. F¨ur
diesen Fall nimmt (Gl. 3.4.23) folgende Form an (vergleiche auch (Gl. 3.4.17)):

kgr = µmax
cO

(KO+cO)

cS

(KS+cS)

∂X
∂t

= (kgr�kdec)X

rO = � kgrX

YO

rS = � kgrX

YS

(7.0.1)

wobeicO die Sauerstoff- undcS die Schadstoffkonzentration darstellen. Die Retardationskoeffizi-
enten werden in dem Modell mit derfOCKOC Beziehung (Gl. 3.3.13) ermittelt. F¨ur die folgenden
Anwendungen sind die reaktiven Parameter in Tabelle 7.1 aufgef¨uhrt.

Tabelle 7.1: Reaktive Parameter f¨ur die Testfälle zum aeroben Abbau.

Mikrobiologische Parameter

YO = 0.032 YS = 0.09 KO = 0.2 mg/l KS = 2.0 mg/l

µmax = 5/d kdec = 0.05/d

Sorptionseigenschaften

fOC = 0.002 ρ = 2600 kg/m3 KS
OC = 330 l/kg KO

OC = 0 l/kg

In Abschnitt 7.1 wird ein quasi-eindimensionales System betrachtet, in dem durch die Randbedin-
gungen eine nahezu parellele Str¨omung vorgegeben ist. Dieses Beispiel dient dazu, die Anwend-
barkeit von Makrodispersionsans¨atzen für den Transport wechselwirkender Stoffe zu ¨uberprüfen.
In Abschnitt 7.2 wird dagegen eine punktf¨ormige Einleitung simuliert, bei der die mikrobiellen
Umsätze durch die Querdurchmischung limitiert werden. Dieses Beispiel dient dazu, den Einfluss
der Netzorientierung auf die Qualit¨at der numerischen Simulation darzustellen.
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7.1 Reaktiver Transport in einem heterogenen quasi-eindimen-
sionalen Grundwasserleiter

7.1.1 Problemstellung

Anhand eines quasi-eindimensionalen Modellproblems sollen die Effekte der r¨aumlichen Varia-
bilit ät der hydraulischen Leitf¨ahigkeit auf die mikrobielle Aktivit¨at im Untergrund demonstriert
werden. Diese Effekte werden mit jenen des konservativen Stofftransports verglichen. Insbeson-
dere wird untersucht, inwieweit die in Abschnitt 2.2.2 aufgef¨uhrten Homogenisierungsans¨atze
für den konservativen Stofftransport auf den Transport wechselwirkender Substanzen ¨ubertragen
werden kann.

In praktischen Anwendungen ist die wahre Verteilung der hydraulischen Leitf¨ahigkeit im Allge-
meinen nicht bekannt. H¨aufig stehen ausschließlich integrale Informationen, wie sie aus Pumpver-
suchen und Tracertests zwischen zwei Brunnen gewonnen werden k¨onnen, für die hydraulische
Charakterisierung eines Standortes zur Verf¨ugung.

Beim sogenannteninter-wellTracertest wird ein Markierungsstoff in einen Zugabebrunnen gege-
ben und sein Durchbruch in einem Entnahmebrunnen erfasst. Die hiermit ermittelte Durchbruchs-
kurve stellt eine ¨uber alle Stromr¨ohren integrierte Information dar.

Im dargestellten Modellproblem wird dieser Tracertest vereinfacht, indem anstelle der Simulati-
on einer divergent-konvergenten Str¨omung zwischen zwei Brunnen ein quasi-eindimensionales
Strömungsfeld in einem rechteckigen Gebiet betrachtet wird.Über zwei Ränder des Gebietes fin-
det kein Fluidaustausch statt. An den beiden anderen R¨andern wird eine feste Piezometerh¨ohe
als Randbedingung festgelegt. Der Tracer wird homogen ¨uber den Zuflussrand zugegeben. Die
Durchbruchskruve ergibt sich aus der abflussgewichteten Konzentration im Wasser, das ¨uber den
gesamten Abflussrand das Gebiet verl¨asst.

Für das reaktive Transportproblem wird eine homogene Verteilung eines sorbierenden Schad-
stoffs als Anfangsbedingung angenommen. Das System enth¨alt zunächst keinen Sauerstoff. Letz-
terer wird mit dem zufließenden Wasser bei konstanter Zuflusskonzentration in das Gebiet ein-
gebracht. Sowohl f¨ur den Sauerstoff als auch f¨ur den Schadstoff werden Durchbruchskurven in
derselben Weise ermittelt wie f¨ur den konservativen Tracer. Die Modellkonfiguration ist in Abb.
7.1 dargestellt.

Für ein rechteckiges Gebiet wird eine geostatistische Verteilung der hydraulischen Leitf¨ahig-
keit definiert. Dieses rechtwinklige Netz wird zur Str¨omungsberechnung mittels der gemischt-
hybriden FEM, wie sie in Abschnitt 6.2.1 beschrieben ist, verwendet. F¨ur die Simulation des
zweidimensionalen Transports werden zwei Netze verwendet: einerseits das rechteckige Netz,
auf dem die hydraulische Leitf¨ahigkeit definiert ist, und andererseits ein stromlinienorientiertes
Netz, dessen mittlere Aufl¨osung dem rechteckigen Netz entspricht. Die Durchbruckskurven, die
mit Hilfe der beiden Verfahren f¨ur die Transportberechnung ermittelt werden, werden mitein-
ander verglichen. Die eingesetzten Methoden zur Str¨omungsberechnung sind in Abschnitt 6.2
beschrieben, die stromlinienorientierte Netzgenerierung in Abschnitt 6.3 und die beiden Trans-
portprogramme CONMIX bzw. CONTRACT-4 in Abschnitt 6.4.1 bzw. Abschnitt 6.4.2

Zusätzlich werden die reaktiven Durchbruchskurven, die unter Verwendung des stromlinienori-
entierten Netzes ermittelt werden, mit den Durchbruchskurven aus eindimensionalen Berechnun-
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Abb. 7.1: Problemstellung f¨ur die homogene Sauerstoffzugabe in einen kontaminierten, hydraulisch he-
terogenen Grundwasserleiter.

gen verglichen. Die eindimensionalen Berechnungen beruhen auf der Interpretation der berech-
neten Tracerdurchbruchskurven mit Hilfe unterschiedlicher Makrodispersionsans¨atze. Insbeson-
dere werden das FICK’sche Makrodispersionsmodell, das Zwei-Bereiche-Modell [41, 190, 19]
und das stochastische Stromr¨ohren-Modell [189, 176, 177] auf ihre Verwendbarkeit f¨ur reaktive
Fragestellungen ¨uberprüft.

Hydraulische Parameter für das Modellproblem

In dem Modell wird ein heterogener sandiger Grundwasserleiter nachgebildet. Es wird ein Aus-
schnitt von 80mLänge und 20:5 m Breite betrachtet. Zur Erzeugung einer stochastischen Vertei-
lung der hydraulischen Leitf¨ahigkeit sowie zur Str¨omungsberechnung wird das Modellgebiet in
160 auf 41 Zellen in die L¨angs- bzw. Querrichtung unterteilt. Als M¨achtigkeit des Grundwasser-
leiters werden 10m angenommen.

Zur Erzeugung einer GAUSS’schen Verteilung der hydraulischen Leitf¨ahigkeit dient das Pro-
grammpaket GSLIB [54]. Die Standardabweichung der logarithmierten hydraulischen Leitf¨ahig-
keit σlnK beträgt 1:0. Dies stellt einen typischer Wert f¨ur Sandgrundwasserleiter dar [74]. Die
Korrelationslänge betr¨agt 4m. Für die Zellenwerte der hydraulischen Leitf¨ahigkeit wird Isotropie
angenommen. Tabelle 7.2 fasst die hydraulischen Eigenschaften zusammen. In Abb. 7.2 ist die
erzeugte Verteilung der hydraulischen Leitf¨ahigkeit dargestellt.

Bei der Transportberechnung mit CONMIX wird dasselbe Netz verwendet wie f¨ur die Strömungs-
berechnung, bei der Transportberechnung mit CONTRACT-4 wird ein stromlinienorientiertes
Netz verwendet, das aus 6560 Elementen in 41 Stromr¨ohren besteht (siehe Abb. 7.3).

7.1.2 Ergebnisse f ¨ur einen konservativen Tracer

Wegen der h¨oheren numerischen Genauigkeit wird als Tracertest eine stufenf¨ormige gegen¨uber
einer pulsartigen Zugabe bevorzugt. Vom Beginn der Simulation an wird der Markierungsstoff
über den Zuflussrand mit einer ¨uber den Rand konstant zu eins gesetzten Konzentration zugege-
ben.
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Tabelle 7.2: Hydraulische Eigenschaften des zweidimensionalen Modellgrundwasserleiters.

Geometrische Parameter des Gebiets

Länge = 80m Breite = 20:5 m Mächtigkeit = 10m

Geostatistische Parameter des Feldes der hydraulischen Leitfähigkeit

K = 10�3m=s σlnK = 1.0 λl = 4 m λt = 4 m

Hydraulische Randbedingungen

hZufluss- hAbfluss = 0:8 m

Homogene Transporteigenschaften

ne = 0.3 αl = 0:01m αt = 0:002m Dm = 10�9 m2=s

Abb. 7.2: Verteilung der hydraulischen Leitf¨ahigkeit für die Modellberechnungen zum aeroben Schad-
stoffabbau.

Abb. 7.3: Homogene Zugabe von Sauerstoff in einen kontaminierten, hydraulisch heterogenen Grund-
wasserleiter. Verwendetes stromlinienorientiertes Netz.
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In einem Feldexperiment w¨are die Verteilung des Markierungsstoffes im Untergrund weitgehend
unbekannt, sofern nicht zahlreiche Beprobungspunkte untersucht w¨urden. In den meisten prak-
tischen Anwendungen beschr¨ankt sich Messung auf die Erfassung der Abflusskonzentration im
Entnahmebrunnen. Deshalb soll auch in der numerischen Simulation die integrierte Abflusskon-
zentration für die weitere Interpretation herangezogen werden.

Ergebnisse der Berechnungen auf den zweidimensionalen Netzen

Abb. 7.4 zeigt die integrierte Durchbruchskurven des Markierungsstoffes aufgrund der zweidi-
mensionalen Berechnungen auf beiden eingesetzten Netzen. Die Kurven zeigen eine zeitliche
Verschmierung des Durchbruchs, die im Wesentlichen die Verteilung schneller und langsamer
Stromröhren wiedergibt.
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Abb. 7.4: Homogene Zugabe eines Tracers in einen heterogenenen Grundwas-
serleiter. Durchbruchskurven f¨ur die zweidimensionalen Berech-
nung. Durchgezogene Linie: stromlinienorientiertes Netz; punktier-
te Linie: rechteckiges Netz.

Die nicht dargestellte r¨aumliche Verteilung des Tracers weist einen scharfen, jedoch unregelm¨aßig
geformten Frontverlauf auf. Dies ist darauf zur¨uckzuführen, dass die lokalen Dispersivit¨aten
ziemlich klein sind und der Tracer in den besser durchl¨assigen Bereichen schneller transportiert
wird als in den schlechter durchl¨assigen.

Die Durchbruchskurve f¨ur das stromlinienorientierte Netz zeigt drei Stufen an, die in der Durch-
bruchskurve f¨ur das rechteckige Netz verschmiert sind. Dies deutet darauf hin, dass die Berech-
nung auf dem rechteckigen Netz zu k¨unstlicher Querdiffusion f¨uhrt. Dennoch kann eine gute
Übereinstimmung festgestellt werden. Als Fehlermaßε dient die Wurzel der gemittelten Abwei-
chungsquadrate (Gl. 7.1.2). Es betr¨agt für den Vergleich der beiden Kurven 0.0226.

ε =

s
1

nrec

nrec

∑
i=1

�
ci

rec�ci
str
�2 (7.1.2)
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nrec stellt die Zahl der Ausgabepunkte der Durchbruchskurve f¨ur das rechteckige Netz,ci
rec den

i-ten Wert für das rechteckige Netz undci
str den zeitgleichen Wert f¨ur das stromlinienorientierte

Netz dar. Da sich die zeitliche Diskretisierung zwischen den beiden Berechnungen unterscheiden
kann, mussci

str durch lineare Interpolation zwischen den berechneten Ausgabepunkten f¨ur das
stromlinienorientierte Netz ermittelt werden.

Quasi-eindimensionale Analyse

Die integrierte Abflusskonzentration der zweidimensionalen Berechnung auf dem stromlinienori-
entierten Netz wird f¨ur die Interpretation unter Anwendung der in Abschnitt 2.2.2 aufgef¨uhrten
konzeptionellen Modelle f¨ur die Makrodispersion verwendet. Hierbei kommt der FICK’sche Ma-
krodispersionsansatz, der Zwei-Bereiche-Ansatz [41, 190, 19] und das stochastische Stromr¨ohren-
Modell [189, 176, 177] zur Anwendung. Die Parameter f¨ur diese Modellans¨atze werden durch
Anpassung analytischer oder numerischer L¨osungen an die Durchbruchskurve ermittelt. In einem
zweiten Schritt werden mit denselben Parametern Berechnungen zum reaktiven Transport durch-
geführt, wobei die reaktiven Parameter in allen Modellen einschließlich der zweidimensionalen
Berechnungen auf den beiden Netzen identisch sind.

Für das FICK’sche Makrodispersionsmodell wird eine effektive homogene Durchl¨assigkeitKe

von 1:054�10�3 m=s verwendet, die sich aus der Inversion des DARCY’schen Filtergesetzes (Gl.
3.1.2) unter Verwendung des Gesamtdurchflusses, der Piezometerh¨ohendifferenz und der L¨ange
des Modellgebietes ergibt. Wie f¨ur die zweidimensionalen Berechnungen wird eine homogene
Porosität von 0.3 angenommen. Die Makrodispersivit¨at α kann durch Anpassung an folgende
analytische L¨osung ermittelt werden [147]:

c(x; t) =
cin

2
erfc

 
x�vet

2
p

(αve+Dm)t

!
(7.1.3)

Mit Hilfe eines nichtlinearen Optimierungsalgorithmusses im Datenanalysepaket SigmaPlot [105]
kann die Makrodispersivit¨at α auf einen Wert von 4:008m festgestzt werden. Das Fehlermaßε
beträgt 0:0481.

Wie bereits in Abschnitt 2.2.2 ausgef¨uhrt wurde, beruht der Zwei-Bereiche-Ansatz darauf, den
Porenraum in einen mobilen und einen immobilen Anteil zu unterteilen. Der Transport ist auf
den mobilen Anteil beschr¨ankt. Der Stoffaustausch zwischen den beiden Porosit¨aten wird mit
einem Term erster Ordnung beschrieben [41]. Dieses Konzept wurde urspr¨unglich entwickelt,
um Effekte auf der Porenskala wie sogenanntedead-endPoren oder den Austausch zwischen
immobilen Bodenaggregaten und mobilen Makroporen zu beschreiben. Es kann aber auch dazu
benutzt werden, Heterogenit¨aten in einem gr¨oßeren Maßstab zu homogenisieren [18, 19].

Eine semianalytische L¨osung zum Zwei-Bereiche-Modell ist in [190] angegeben. Allerdings er-
fordert diese L¨osung eine numerische Integration, sodass anstatt dessen auch das System einer
partiellen und einer gew¨ohnlichen DGL direkt numerisch gel¨ost und die numerischen L¨osungen
durch Parametervariation an die Durchbruchskurve angepasst werden k¨onnen:
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i ) = 0 (7.1.5)

Die Indizesmound im beziehen sich auf die mobile bzw. immobile Porosit¨at, kmo$im stellt den
Stoffübergangskoeffizienten erster Ordnung zwischen den beiden Porosit¨aten dar. Es ist zu beach-
ten, dass die Abstandsgeschwindigkeit~ve für die Ermittlung vonD in (Gl. 7.1.4) auf die mobile
und nicht auf die gesamte Porosit¨at zu beziehen ist. Dies ist f¨ur die konkrete Anwendung insofern
nicht relevant, weil die Dispersivit¨at bei der Parameteranpassung vernachl¨assigt wird.

Die anzupassenden Gr¨oßen sindkmo$im undnim=ne. Für den Parametersatzkmo$im = 1.275�10�6=s
undnim=ne= 0:32 kann das Fehlermaßε zu 0.0419 minimiert werden. Die effektive hydraulische
LeitfähigkeitKe beträgt wie im FICK’schen Makrodispersionsmodell 1:054� 10�3m=s und die
Gesamtporosit¨atne 0.3.

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

c

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
PV

Abb. 7.5: Homogene Zugabe eines Tracers in einen heterogenen Grundwas-
serleiter. Vergleich der Durchbruchskurven f¨ur das eindimensio-
nalen FICK’sche Makrodispersionsmodell (punktierte Linie), das
eindimensionale Zwei-Bereiche-Modell (durchgezogene Linie) und
die zweidimensionale Berechnung auf einem stromlinienorientier-
ten Netz (Punkte).

Abb. 7.5 zeigt die angepassten Durchbruchskurven f¨ur das FICK’sche Makrodispersionsmodell
und das Zwei-Bereiche-Modell im Vergleich zur Durchbruchskurve der zweidimensionalen Be-
rechnungen. Offensichtlich kann keines der genannten eindimensionalen Modelle die Stufen der
zweidimensionalen Berechnung nachbilden. Die Durchbruchskurve des Zwei-Bereiche-Ansatzes
ist stärker asymmetrisch und kann daf¨ur etwas besser angepasst werden als jene des FICK’schen
Makrodispersionsmodells.

Die wesentliche Annahme des stochastischen Stromr¨ohren-Modells beruht auf der Vernachl¨assi-
gung der transversalen Dispersivit¨at. Hieraus folgt der Ansatz, dass die gel¨osten Stoffe in nicht
miteinander wechselwirkenden Stromr¨ohren transportiert werden [189]. F¨ur eine homogene ef-
fektive hydraulische Leitf¨ahigkeit je Stromr¨ohre kann die Durchbruchskurve im Abfluss des Ge-
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bietes auf die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der effektiven hydraulischen Leitf¨ahigkeitp(Ke)
wie folgt zurückgeführt werden:

c(x; t) =

∞Z

0

c(x; t;Ke) p(Ke)dKe (7.1.6)

c(x; t;Ke) stellt hierbei die analytische L¨osung für die Durchbruchskurve einer einzelnen Stromr¨ohre
mit einer homogenen effektiven hydraulischen Leitf¨ahigkeitKe dar. Durch Einsetzen von (Gl.
7.1.3) in (Gl. 7.1.6) ergibt sich:

c(x; t) =
cin
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CCCCA p(Ke)dKe (7.1.7)

Um die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der effektiven hydraulischen Leitf¨ahigkeitp(Ke) aus
der Durchbruchskurve abzuleiten, muss (Gl. 7.1.7) invertiert werden. Dies ist grunds¨atzlich nicht
möglich, da Verschmierungseffekte aufgrund der porenraumbedingten Dispersion und aufgrund
der räumlichen Variabilität nicht unterschieden werden k¨onnen. Wenn jedoch neben der trans-
versalen auch die longitudinale Dispersion vernachl¨assigt wird, ergibt sich eine umkehrbare Be-
ziehung zur Durchsbruchskurve. F¨ur die hier dargestellte Untersuchung ist diese Vereinfachung
zulässig, weil die porenraumbedingte Dispersivit¨at von 0:01msehr viel kleiner ist als die Makro-
dispersivität von� 4 m, die im Wesentlichen die Verschmierung durch die r¨aumliche Varaibilität
beschreibt. Es sollte darauf verwiesen werden, dass die Annahme eines rein advektiven Trans-
ports im Rahmen der stochastischen Beschreibung des Stofftransports in heterogenen Medien
häufig getroffen wird [51].

Nach diesem Ansatz kann die Durchbruchskurve des Tracers als Verteilungsfunktion der An-
kunftszeitenta für den advektiven Transport in unabh¨angigen Stromr¨ohren interpretiert werden
[176]. Die Ankunftszeiten sind umgekehrt proportional zu den l¨angsgemittelten Abstandsge-
schwindigkeiten und zu den effektiven hydraulischen Leitf¨ahigkeiten:

c(x; t) = cin

tZ

0

p(ta)dt mit ta =
x
ve

=
φx2

∆hKe
(7.1.8)

Ein Tracertest mit pulsartiger Zugabe f¨uhrt somit zu einer Durchbruchskurve, die der nicht inte-
grierten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Ankunftszeiten entspricht. Ein Test mit stufenar-
tiger Zugabe f¨uhrt zu einer Durchbruchskurve, die der integrierten Wahrscheinlichkeitsfunktion
entspricht. Es ist anzumerken, dass die Transformation der Ankunftszeiten in effektive l¨angsge-
mittelte hydraulischen Leitf¨ahigkeiten, wie sie in (Gl. 7.1.8) vorgenommen wird, nicht notwendig
ist, wenn die reaktiven Prozesse, die mit dem Stofftransport gekoppelt werden sollen, als Funktion
der Ankunftszeiten formuliert werden [177].

Die Zeit für den Austausch eines Porenvolumens betr¨agt im Beispiel 2:278� 106 s. Mittels Di-
vision durch diesen Wert werden alle Ankunfts- und Durchbruchszeiten in eine dimensionslose
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Form überführt. Die Güte der angepassten Durchbruchskurven wird mit drei Maßen ¨uberprüft:
(1) der Wurzel der mittleren Abweichungsquadrate zur Kurve des stromlinienorientierten Netzes
ε, (2) der dimensionslosen Durchbruchszeitt̃a(c0:5), die benötigt wird, bis die Konzentration im
Durchbruch 50% der Zugabekonzentration erreicht, sowie (3) der Breite der Durchbruchskurve
σt̃ , die sich wie folgt berechnet:

σt̃ = t̃a(c0:84)� t̃a(c0:16) (7.1.9)

wobeit̃a(c0:84) undt̃a(c0:16) die dimensionslosen Zeiten bis zum Erreichen von 84% bzw. 16% der
Zugabekonzentration darstellen. Die Werte f¨ur ε, t̃a(c0:5) undσt̃ , wie sie sich für die Anpassung
der einzelnen Modelle ergeben, sind in Tabelle 7.3 aufgef¨uhrt.

Tabelle 7.3: Homogene Zugabe eines Tracers in einen heteroge-
nen Grundwasserleiter. Vergleich der Homogenisierungs-
ansätze mit den zweidimensionalen Berechnungen.

ε t̃a(c0:5) σt̃

2-D stromlinienorientiertes Netz - 0.929 0.630

2-D rechteckiges Netz 0.0226 0.900 0.630

1-D FICK ’sche Makrodispersion 0.0481 1.000 0.637

1-D Zwei-Bereiche-Ansatz 0.0419 0.911 0.606

7.1.3 Ergebnisse f ¨ur den reaktiven Transport

Für den reaktiven Transport wird eine homogene Anfangskonzentration des Schadstoffs von
2 mg=l angenommen. Die Konzentrationen in der gel¨osten und in der sorbierten Phase stehen
im Gleichgewicht. Als Anfangsbiomasse wird im Gesamtgebiet 10�3 mg=l eingesetzt. Sauerstoff
ist zunächst nicht vorhanden, wird jedoch vom Beginn der Simulation an mit einer Konzentration
von 5mg=l im Zufluss zugegeben. Die reaktiven Parameter sind in Tabelle 7.1 aufgef¨uhrt.

Ergebnisse für die zweidimensionalen Netze

Die Verteilungen der Konzentrationen sind nicht dargestellt. Sie weisen sowohl f¨ur das stromlinie-
norientierte als auch f¨ur das rechteckige Netz eine starke Antikorrelation zwischen dem Sauerstoff
und dem Schadstoff auf. Die mikrobielle Aktivit¨at ist auf eine schmale Durchmischungszone, in
der beide Substanzen f¨ur die Organismen verf¨ugbar sind, beschr¨ankt.

Abb. 7.6 zeigt die integrierten Durchbruchskurven f¨ur den Sauerstoff und den Schadstoff, wie
sie sich aus den beiden Methoden ergeben. Die Kurven stimmen im Wesentlichen gut ¨uberein.
Wie im Fall des konservativen Stofftransports spiegelt die Verschmierung der Durchbruchskur-
ven die Verteilung schneller und langsamer Stromr¨ohren wider. Da der Austausch zwischen den
Stromröhren von der betragsm¨aßig kleinen transversalen Dispersivit¨at bestimmt wird, wird die
Durchbruchskurve f¨ur den reaktiven Transport nur unwesentlich durch die Durchmischung und
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Abb. 7.6: Homogene Zugabe von Sauerstoff in einen kontaminierten, hy-
draulisch heterogenen Grundwasserleiter. Durchbruchskurven von
Sauerstoff und dem Schadstoff f¨ur die zweidimensionalen Netze.
Durchgezogene Linie: stromlinienorientiertes Netz; punktierte Li-
nie: rechteckiges Netz.

die damit verbundene Reaktion der Substanzen zwischen unterschiedlichen Stromr¨ohren beein-
flusst.

Wie im Fall des konservativen Stofftransports weist die Durchbruchskurve des rechteckigen Net-
zes einen glatteren Verlauf als diejenige des stromlinienorientierten Netzes auf, was auf eine Ver-
schmierungswirkung infolge mangelnder Netzorientierung hinweist. Allerdings erscheinen die
Unterschiede zwischen den beiden Methoden vor dem Hintergrund der großen Unsicherheit in
den reaktiven Parametern, wie sie bei jeder Feldanwendung bestehen w¨urde, vernachl¨assigbar.

Anwendung der Makrodispersionsans̈atze

Die anhand der Tracerduchbruchskurve ermittelte Makrodispersivit¨at wird im FICK’sche Makro-
dispersionsmodell f¨ur die Simulation des reaktiven Transports ¨ubernommen. Die reaktiven Pa-
rameter wie die Randbedingungen sind identisch zu den zweidimensionalen Berechnungen. F¨ur
das Zwei-Bereiche-Modell wird analog vorgegangen, wobei angenommen wird, dass die Retar-
dationskoeffizienten und die mikrobiologischen Parameter in beiden Porosit¨aten gleiche Werte
annehmen.

Um das stochastische Stromr¨ohrenmodell zur Vorhersage des reaktiven Transports einzusetzen,
wird folgendes Vorgehen gew¨ahlt:

1. Normalisiere die gegebene Durchbruchskurve f¨ur den konservativen Tracer mit der Zufluss-
konzentration.

c̃= c=cin (7.1.10)



7.1. Reaktiver Transport in einem heterogenen quasi-eindimensionalen Grundwasserleiter111

2. Forme Ankunftszeiten in l¨angsgemittelte Abstandsgeschwindigkeiten bzw. effektive hy-
draulische Leitfähigkeiten um.

ve =
x
ta

Ke =
φx2

∆hta
(7.1.11)

3. Unterteile die sich hieraus ergebende Wahrscheinlichkeitsfunktion ˜c(Ke) in Klassen.

4. Führe für jede Klasse der effektiven hydraulischen Leitf¨ahigkeit eine eindimensionale Be-
rechnung des reaktiven Transport durch, wobei als homogene hydraulische Leitf¨ahigkeit
der Mittelwert der Klasse eingesetzt und die Dispersion vernachl¨assigt wird.

5. Wichte die sich hieraus ergebenden Durchbruchkurven mit der Wahrscheinlichkeit der Klas-
se.

6. Addiere alle gewichteten reaktiven Durchbruchskurven, um zur endg¨ultigen Vorhersage zu
gelangen.

Dieses Vorgehen kann als Vereinfachung des stochastisch-konvektiven Transportmodells betrach-
tet werden [177, 76]. Im letztgenannten Ansatz werden alle maßgeblichen Gleichungen in dimen-
sionsloser Form verwendet. Außerdem wird die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Ankunfts-
zeiten nicht in eine Funktion der effektiven hydraulischen Leitf¨ahigkeit umgewandelt. Stattdessen
werden die Ergebnisse des reaktiven Transports als Funktionen der dimensionslosen Ankunftszeit
und der dimensionslosen Absolutzeit ausgedr¨uckt und mit der Wahrscheinlichkeitsdichtefunkti-
on der Ankunftszeiten verkn¨upft. In [177] wird mit diesem Ansatz eine MICHAELIS-MENTEN

Kinetik ohne mikrobielles Wachstum untersucht, in [76] eine MONOD Kinetik für ein einzelnes
Substrat gekoppelt mit dem Wachstum der Biomasse. In der hier vorliegenden Untersuchung wird
eine Doppel-MONOD Kinetik für zwei Stoffe gekoppelt zum mikrobiellen Wachstum betrachtet.

Abb. 7.7 zeigt die Durchbruchskurven f¨ur den Sauerstoff und den Schadstoff nach Anwendung
der unterschiedlichen Makrodispersionsans¨atze. Offensichtlich kann weder das FICK’sche Ma-
krodispersionsmodell noch der Zwei-Bereiche-Ansatz die Form der reaktiven Durchbruchskur-
ven richtig wiedergeben. Beide Modelle sagen eine ziemlich scharfe Reinigungsfront voraus. Im
Gegensatz dazu f¨uhrt das stochastische Stromr¨ohrenmodell zu einer hervorragenden Voraussage
des Modellproblems.

Die Güte der unterschiedlichen Ans¨atze wird mit denselben Maßen quantifiziert wie im Fall des
Tracerdurchbruchs. Allerdings wird das Fehlermaßε im Falle des Sauerstoffs mit der Zuflusskon-
zentration von 5mg=l bzw. im Falle des Schadstoffs mit der Anfangskonzentration von 2mg=l
normiert. Die Werte f¨ur die Wurzel der gemittelten Abweichungsquadrateε, die dimensionslose
Durchbruchszeit̃ta(c0:5) und die dimensionslose Breite der Durchbruchskurvenσt̃ sind für die
unterschiedlichen Modellans¨atze bezogen auf den Sauerstoff und den Schadstoff in Tabelle 7.4
aufgeführt.
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Abb. 7.7: Homogene Zugabe von Sauerstoff in einen kontaminierten, hydrau-
lisch heterogenen Grundwasserleiter. Reaktive Durchbruchskurven
für Sauerstoff und den Schadstoff nach Anwendung unterschied-
licher Makrodispersionsans¨atze. Durchgezogne Linien: stochasti-
sches Stromr¨ohrenmodell; punktierte Linie: FICK’sches Makrodi-
spersionsmodell; Strichpunkt-Linie: Zwei-Bereiche-Ansatz.

Tabelle 7.4: Homogene Zugabe von Sauerstoff in einen kontaminierten, hydraulisch heterogenen Grund-
wasserleiter. Vergleich der unterschiedlichen Homogenisierungsans¨atze mit den zweidimen-
sionalen Berechnungen.

Sauerstoff Schadstoff

ε t̃a(c0:5) σt̃ ε t̃a(c0:5) σt̃

2-D stromlinienorientiertes Netz - 2.941 0.658 - 2.910 0.650

2-D rechteckiges Netz 0.0272 2.853 0.675 0.0249 2.687 0.704

1-D FICK ’sche Makrodispersion 0.1962 3.279 0.063 0.1518 3.025 0.161

1-D Zwei-Bereiche-Ansatz 0.1538 3.319 0.233 0.1778 2.910 0.054

Stochastisches Stromröhren-Modell 0.0139 2.924 0.686 0.0145 2.906 0.690



7.1. Reaktiver Transport in einem heterogenen quasi-eindimensionalen Grundwasserleiter113

7.1.4 Diskussion des Testfalls

Die Ergebnisse der zweidimensionalen Berechnungen unter Verwendung des rechteckigen und
des stromlinienorientierten Netzes stimmen gut ¨uberein. Obwohl die Verwendung eines recht-
eckigen Netzes zu k¨unstlicher Querdiffusion f¨uhrt, beeinflusst dieser Effekt die reaktiven Durch-
bruchskurven nicht maßgeblich. Dies kann darauf zur¨uckgeführt werden, dass die L¨angsdurch-
mischung aufgrund des chromatographischen Effekts die Querdurchmischung einschließlich der
künstlichen Querdiffusion bei weitem ¨ubersteigt. Entsprechend wird das Gesamtdurchmischungs-
verhalten und damit die berechneten Reaktionsraten durch eine weniger genaue Approximation
der Querdurchmischung nicht im gr¨oßeren Ausmaß beeintr¨achtigt.

Offensichtlich können mit dem FICK’schen Makrodispersionsmodell und dem Zwei-Bereiche-
Ansatz keine zul¨assigen Vorhersagen zum reaktiven Stofftransport getroffen werden, wenn die
hydraulischen Parameter aus der Durchbruchskurve eines konservativen Tracers ermittelt werden.

In den zweidimensionalen Berechnungen werden die Substanzen durch die r¨aumliche Variabilität
nicht durchmischt. Die r¨aumliche Variabilität führt zu ungleichm¨aßig geformten, jedoch scharfen
Fronten. Die Integration ¨uber den Abflussrand des Gebietes f¨uhrt zu einer verschmierten Durch-
bruchskurve. Diese Verschmierung spiegelt keinerlei Durchmischungsprozesse auf der lokalen
Skala wider.

Für die Beschreibung des konservativen Stofftransports ist eine Unterscheidung zwischen lokaler
Durchmischung und makroskaliger Verschmierung nicht notwendig. Letzteres ist jedoch f¨ur den
Transport wechselwirkender Substanzen entscheidend. Die mikrobielle Aktivit¨at findet auf der
lokalen Skala statt. Um sie zu stimulieren, m¨ussen der Sauerstoff und der Schadstoff auf dieser
Skala durchmischt sein. Substanzen in parallelen Stromr¨ohren können solange nicht miteinander
reagieren, solange sie nicht durch transversale Austauschprozesse durchmischt werden.

Im FICK’schen Makrodispersionmodell wird der Effekt der kleinr¨aumigen Variabiliät auf das
Verhalten in der gr¨oßeren Skala wie ein Diffusionsprozess betrachtet. Folglich wird im Modell
eine Durchmischung des Sauerstoffs und des Schadstoffs mit der darauf folgenden Reaktion der
beiden Stoffe vorausgesagt. Dies f¨uhrt zu einer selbstversch¨arfenden Reinigungsfront.

Im Zwei-Bereiche-Modell wird die Verschmierung auf der gr¨oßeren Skala wie ein kinetischer
Stoffübergangsprozess beschrieben. Obwohl der kinetische Stoff¨ubergang als m¨ogliche Limitie-
rung für die mikrobiologische Bodenreinigung angesehen wird [15, 72], wirkt er im dargestellten
Modellproblem als Durchmischungsprozess und kann somit zu einer verst¨arkten mikrobiellen
Aktivit ät führen.

Sowohl das FICK’sche Makrodispersionsmodell als auch der Zwei-Bereiche-Ansatz k¨onnen nicht
zwischen lokaler Durchmischung und Verschmierung aufgrund der Integration ¨uber den Quer-
schnitt unterscheiden. Deshalb werden die Reaktionsraten ¨ubersch¨atzt, wenn zur Parameterer-
mittlung Tracerdaten verwendet werden, die ¨uber den Querschnitt integriert wurden.

Das stochastische Stromr¨ohrenmodell ¨uberwindet diese Schwierigkeit. Konzentrationen werden
nicht über den Querschnitt gemittelt, bis sie den Abflussrand des Gebietes erreicht haben. Da die
lokalen Dispersivit¨aten recht klein sind und die Durchmischung der Stoffe durch das Sorptions-
verhalten bestimmt wird, ist die Annahme des rein advektiven Transports zul¨assig.

Diese Schlussfolgerung stimmt mit den Ergebnissen von GINN ET AL . [76] überein, die eine
einfache statt einer doppelten MONOD-Kinetik betrachteten und keinen Vergleich mit dem Zwei-
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Bereiche-Ansatz einschlossen. Allerdings sollten die sehr einfachen Rand- und Anfangsbedin-
gungen des Modellproblems bei der Bewertung des Stromr¨ohrenmodells als Vorhersageinstru-
ment für den reaktiven Mehrkomponententransport ber¨ucksichtigt werden:

� Im betrachteten Modellproblem bestimmt die longitudinale Durchmischung die Reaktions-
raten. Wenn der transversale Austausch zum limitierenden Faktor wird, scheitert das Kon-
zept nicht interagierender Stromr¨ohren.

� Die Anordnung eines rechteckigen Gebietes mit quasi-parallelem Str¨omungsfeld f¨uhrt zu
Stromröhren mit ann¨ahernd gleicher L¨ange. In einem realistischen dreidimensionalen Str¨o-
mungsfeld zwischen zwei Brunnen in einem heterogenen Grundwasserleiter w¨urden Strom-
röhren sehr viel unterschiedlicherer L¨ange auftreten. Je nach Art der Reaktion kann das
Reaktionsverhalten nicht nur von der Fließgeschwindigkeit sondern auch vom Fließweg
abhängen. Eine Unterscheidung dieser Gr¨oßen ist jedoch auf der alleinigen Grundlage von
Fließzeiten nicht m¨oglich.

� Die Annahme einer homogenen Anfangsverteilung des Schadstoffs ist unrealistisch. Wenn
das stochastische Stromr¨ohrenmodell f¨ur realistischere heterogene Schadstoffverteilungen
eingesetzt werden soll, muss die Korrelation zwischen hydraulischer Leitf¨ahigkeit und An-
fangskonzentration ber¨ucksichtigt werden.

7.2 Einfluss der Netzausrichtung bei der Schadstoffeinleitung
in einen Brunnen

7.2.1 Problemstellung

Im Testfall von Abschnitt 7.1 war die Durchmischung des Schadstoffs und des Sauerstoffs von
der chromatographischen Durchmischung in L¨angsrichtung dominiert. Im Gegensatz dazu soll im
folgenden Beispiel die Durchmischung durch den transversalen Austausch kontrolliert werden.

Anstelle der Reinigung eines kontaminierten Grundwasserleiters durch Sauerstoffzugabe ¨uber
den Zuflussrand wie in Abschnitt 7.1 wird der Schadstoff mit einer Konzentration von 2mg=l
aktiv über einen Brunnen in einen aeroben Grundwasserleiter eingebracht. Die Sauerstoffkonzen-
tration im Anfangszustand und im Zuflusswasser betr¨agt 5mg=l . Das zugegebene Wasser enth¨alt
keinen Sauerstoff, wohingegen das Wasser, das ¨uber der Zuflussrand zustr¨omt, keinen Schadstoff
beinhaltet. Der prinzipielle Aufbau wird in Abb. 7.8 dargestellt.

Wie im vorhergehenden Beispiel wird als einziger wirksamer Transformationsprozess der aerobe
Abbau des Schadstoffs betrachtet. Das Beispiel kann als stark vereinfachter Fall einer Abwasser-
injektion angesehen werden. Die Vereinfachungen betreffen im Wesentlichen die Beschr¨ankung
auf einen einzigen reaktiven Prozess. ”Nat¨urliches” Abwasser beinhaltet eine Reihe m¨oglicher
Elektronenakzeptoren wie Nitrat und Sulfat. Diese Elektronenakzeptoren k¨onnen in der Fahne
mit dem Schadstoff reagieren. Allerdings w¨are nach einem gewissen Fließweg das Oxidations-
potential des Abwassers aufgebraucht, sodass in dem dargestellten Testfall lediglich die explizite
Beschreibung der Reaktionen in den ersten Metern nach der Einleitung ausgelassen wird.
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Abb. 7.8: Zugabe eines Schadstoffes mittels eines Brunnens. Problemstellung.

Desweiteren beinhalten die meisten nat¨urlichen Grundwasserleiter Fe(III)-Minerale, die als Elek-
tronenakzeptor f¨ur die Schadstoffoxidation dienen k¨onnen. Auch Gips oder andere Sulfate stellen
mögliche mineralische Reaktanden dar. In einem Modell, das diese Mineralphasen ber¨ucksich-
tigt, wäre der Schadstoffabbau f¨ur eine gewisse Zeit durch die L¨osung der oxidierten Minerale
dominiert, bis alle m¨oglichen Oxidantien aufgebraucht sind. Unter der Maßgabe, dass die der
Grundwasserleiter nur in geringeren Anteilen aus derartigen Mineralen aufgebaut ist, kann aller-
dings ein Schadstoff, der kontinuierlich zugegeben wird, langfristig nur von einem Stoff oxidiert
werden, der seinerseits kontinuierlich nachgeliefert wird, so wie dies f¨ur den atmosph¨arischen
Sauerstoff der Fall ist.

Ein prinzipielles Problem ergibt sich aus der Beschr¨ankung auf station¨are Strömungsverh¨altnisse.
Wie bereits in Abschnitt 2.3 diskutiert wurde, wird die Querdurchmischung durch eine instati-
onäre Strömung verst¨arkt. Die Konstruktion eines stromlinienorientierten Netzes ist jedoch auf
den Fall der station¨aren Strömung beschr¨ankt. In einem Homogenisierungsansatz k¨onnten sto-
chastische zeitliche Schwankungen des Str¨omungsfeldes durch ein station¨ares Str¨omungsfeld mit
einer zus¨atzlich vergrößerten Querdispersivit¨at berücksichtigt werden [144]. F¨ur den reaktiven
Mehrkomponententransport m¨usste diese Querdispersivit¨at jedoch auf die lokale Durchmischung
anstatt auf das zweite r¨aumliche Zentralmoment der Fahne bezogen werden. Nach Wissen des
Autors, bestehen f¨ur die Querdurchmischung bislang keine verwendbaren Skalierungsgesetze.

Die Verteilung der hydraulischen Leitf¨ahigkeit und die reaktiven Parameter sind identisch zum
vorhergehenden Testfall. Der Zugabebrunnen befindet sich am Punktx = 8 m undy= 10:25 m.
Der Volumenstrom betr¨agt 0:6 l=s. Die Piezometerh¨ohendifferenz zwischen Zu- und Abflussrand
beträgt 0:8 m.

Für die Berechnungen werden drei verschiedene Netze benutzt: Das urspr¨ungliche rechteckige
Netz, auf dem die Verteilung der hydraulischen Leitf¨ahigkeit definiert ist, ein stromlinienorien-
tiertes Netz mit vergleichbarer r¨aumlicher Auflösung und ein verfeinertes rechteckiges Netz. Die
Verfeinerung des letztgenannten Netzes betr¨agt Faktor drei in L¨angs- und Faktor f¨unf in Querrich-
tung. Es ist darauf hinzuweisen, dass die Transportberechnung auf diesem Netz eine Str¨omungs-
berechnung auf demselben Netz erfordert. Dies f¨uhrt zu einem leicht ver¨anderten Str¨omungsfeld.

Abb. 7.9 zeigt das stromlinienorientierte Netz f¨ur einen Durchfluss je Stromr¨ohre von 0:048 l=s
und eine Piezometerh¨ohendifferenz je Potentiallinie von 5mm. Das Netz besteht aus 6527 Ele-
menten in 41 Stromr¨ohren und ist damit bez¨uglich der durchschnittlichen Gitterweite vergleichbar
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zum groben rechteckigen Netz.

Abb. 7.9: Zugabe eines Schadstoffes mittels eines Brunnens. Verwendetes stromlinienorientiertes Netz.

7.2.2 Ergebnisse f ¨ur einen konservativen Tracer

Abb. 7.10(a) zeigt die berechnete Konzentrationsverteilung f¨ur den Zeitpunkt 50d nach Beginn
der Zugabe f¨ur das in Abb. 7.9 dargestellte stromlinienorientierte Netz. Zu diesem Zeitpunkt ist
bereits der station¨are Zustand des Stofftransports im betrachteten Gebiet erreicht.

Offensichtlich breitet sich der Tracer kaum in Querrichtung aus. Dies ist auf den niedrigen Wert
für die transversale Dispersivit¨at zurückzuführen. Das konvergente Str¨omungsfeld in hoch durch-
lässigen Bereichen erzwingt eine Verengung der Tracerfahne, wohingegen sich die Fahne in nied-
riger durchlässigen Bereichen wegen der divergenten Str¨omung aufweitet. Dies beeinflusst jedoch
kaum den Stoff¨ubergang ¨uber die Grenzstromlinie hinweg.

Abb. 7.10(b) zeigt dieselbe Konzentrationsverteilung wie Abb. 7.10(a), jedoch f¨ur das grobe
rechteckige Netz. Bei genauer Analyse ergibt sich, dass die Fahne im Vergleich zu jener des
stromlinienorientierten Netzes etwas st¨arker in Querrichtung verschmiert ist. Allerdings f¨allt dies
visuell kaum auf. Insofern kann auch kaum ein qualitativer Unterschied zur Konzentrationsver-
teilung für das verfeinerte rechteckige Netz in Abb. 7.10(c) festgestellt werden.

Der Vergleich der Ergebnisse f¨ur die Berechnungen auf den unterschiedlichen Netzen l¨asst nicht
erkennen, ob die willk¨urliche Orientierung der rechteckigen Netze zum Str¨omungsfeld zu einer
bedeutenden k¨unstlichen Querdiffusion f¨uhrt. Wie jedoch im folgenden Abschnitt gezeigt wird,
können diese zun¨achst nicht offensichtlichen Effekte beim Transport wechselwirkender Substan-
zen zu starken Abweichungen zwischen den berechneten Massenbilanzen f¨uhren.

7.2.3 Ergebnisse f ¨ur den reaktiven Transport

Für den reaktiven Transport wird eine Anfangskonzentration des Sauerstoffs von 5mg=l ange-
nommen, diejenige der Biomasse betr¨agt 10�3 mg=l , wohingegen die Schadstoffkonzentration
im Gebiet null betr¨agt. Die Schadstoffkonzentration im Brunnenzufluss betr¨agt 2mg=l . Dieses
Wasser enth¨alt keinen Sauerstoff. Das Wasser, das ¨uber den Zustromrand in das Gebiet gelangt,
weist eine Sauerstoffkonzentration von 5mg=l auf und enth¨alt keinen Schadstoff. Die reaktiven
Parameter sind identisch zum vorherigen Testfall (siehe Tabelle 7.1).
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(a)

(b)

(c)

Abb. 7.10: Zugabe eines Tracers mittels eines Brunnens in einen heterogenen Grundwasserleiter. Kon-
zentrationsverteilung 50d nach Beginn der Zugabe. (a) stromlinienorientiertes Netz; (b) gro-
bes rechteckiges Netz; (c) verfeinertes rechteckiges Netz.
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Abb. 7.11 zeigt die Konzentrationsverteilungen 180 Tage nach Beginn der Zugabe f¨ur das stromli-
nienorientierte Netz. Zu diesem Zeitpunkt hat sich der station¨are Zustand fast eingestellt. Es f¨allt
eine starke Antikorrelation der beiden gel¨osten Substanzen auf. Das Wasser, das dem Brunnen
entstammt, enth¨alt den Schadstoff, das Wasser der Grundstr¨omung den Sauerstoff. Entlang der
Grenzstromlinie kommt es aufgrund der Querdispersion zu einer schwachen Durchmischung. In
diesem Bereich kann die Biomasse anwachsen. Die mikrobiellen Umsetzungen bewirken, dass
sich die beiden Substanzen nicht jenseits der Grenzstromlinie ausbreiten k¨onnen.

Nicht dargestellte Isofl¨achen-Darstellungen der Konzentrationsverteilungen f¨ur die rechteckigen
Netze zeigen das gleiche qualitative Verhalten der Stoffe: eine starke Antikorrelation zwischen
dem Sauerstoff und dem Schadstoff sowie eine Akkumulation der Biomasse entlang der Trenn-
stromlinie. Während der visuelle Eindruck noch keine starke Unterschiede bemerken l¨asst, zeigt
der quantitative Vergleich, dass die Ergebnisse der unterschiedlichen Netze signifikant differie-
ren. Zu diesem Zweck sind in Abb. 7.12 die Gesamtmassenmi der Stoffe im Gebiet als Funktion
der simulierten Zeit aufgetragen.

Abb. 7.12(b) zeigt die zeitlichen Verl¨aufe der berechneten Gesamtmassen des Sauerstoffs. In den
ersten 20 Tagen gleichen sich die Verl¨aufe für alle eingesetzten Netze. In dieser Phase wird die
zeitlicheÄnderung der Gesamtsauerstoffmasse durch die Einleitung sauerstofffreien Wassers in
den Brunnen dominiert. Nachdem das gesamte Wasser in der Fahne vom Brunnen bis zum Ge-
bietsrand ausgetauscht worden ist, wird die weitere Abnahme des Sauerstoffs durch den mikro-
biellen Verbrauch bestimmt. Da das Anwachsen der Biomasse eine gewisse Zeit beansprucht,
nimmt die Sauerstoffmasse im Gebiet weiter ab, bis der station¨are Zustand erreicht ist. Der End-
wert der Gesamtsauerstoffmasse unterscheidet sich von Netz zu Netz wegen der unterschiedlichen
numerischen Approximation der Querdurchmischung. F¨ur das stromlinienorientierte Netz ergibt
sich eine Sauerstoffabnahme um 6:25 kg, für das uspr¨ungliche rechteckige Netz um 7:50 kg und
für das verfeinerte rechteckige Netz um 6:46kg.

Abb. 7.12(a) zeigt die zeitlichen Verl¨aufe der berechneten Gesamtmassen des Schadstoffs. Da der
Schadstofftransport um den Faktor 5 retardiert wird, nimmt die Schadstoffausbreitung mehr Zeit
in Anspruch als das Auswaschen des Sauerstoffs. F¨ur den Massenverlauf, der mit dem stromli-
nienorientierten Netz errechnet wird, kann dieser Zusammenhang klar erkannt werden. Im Ge-
gensatz zur Sauerstoffkurve unterscheiden sich die Ergebnisse f¨ur die unterschiedlichen Netze
bereits in der Phase der Fahnenausbreitung. Dies beruht darauf, dass das Biomassenwachstum
und der Schadstofftransport Prozesse vergleichbarer charakteristischer Zeitskala darstellen. Die
Unterschiede zwischen den Netzen korrespondieren zu den unterschiedlichen Sauerstoffmassen.
Die Gesamtschadstoffmasse am Ende der Berechnung betr¨agt für das stromlinienorientierte Netz
10:18kg, für das grobe rechteckige Netz 7:16kgund für das verfeinerte rechteckige Netz 8:56kg.

Abb. 7.12(c) zeigt die zeitlichen Verl¨aufe der berechneten Gesamtbiomassen. Diese Kurven wer-
den in den ersten Tagen von dem Absterben der Biomasse bestimmt, weil nur in wenigen Berei-
chen Bedingungen vorliegen, die zum Wachstum f¨uhren. Nach einer gewissen Zeit ¨uberwiegt in
der Gesamtbilanz das Wachstum der Biomasse in den Bereichen, in denen sowohl der Sauerstoff
als auch der Schadstoff vorliegen. Offensichtlich h¨alt die erste Phase f¨ur das stromlinienorientierte
Netz länger an als f¨ur beide rechteckigen Netze. Die Gesamtbiomassen am Ende der Berechnung
unterscheiden sich wiederum signifikant zwischen den einzelnen Netzen, was auf Unterschiede
in der Approximation der Durchmischung und damit der Biomasse im station¨aren Zustand hin-
deutet. Die Gesamtbiomasse am Ende der Berechnung betr¨agt für das stromlinienorientierte Netz
34:8 g, für das grobe rechteckige Netz 94:1 g und für das verfeinerte rechteckige Netz 53:1 g.
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Abb. 7.11: Zugabe eines Schadstoffs mittels eines Brunnens in einen heterogenen Grundwasserleiter.
Konzentrationsverteilungen 180 Tage nach Beginn der Zugabe. Ergebnisse f¨ur das stromlini-
enorientierte Netz. (a) Schadstoff; (b) Sauerstoff; (c) Biomasse.
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Abb. 7.12: Zugabe eines Schadstoffs mittels eines Brunnens in einen heterogenen Grundwasserleiter.
Gesamtmassenmi als Funktion der Zeit f¨ur die unterschiedlichen Netze. (a) Schadstoff; (b)
Sauerstoff; (c) Biomasse.
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Als zweites Maß zum Vergleich der Berechnungsergebnisse wird der Anteilf S
deg des eingebrach-

ten Schadstoffmassenflusses ˙min
S , der durch mikrobielle Aktivit¨at verbraucht wird, am Ende des

simulierten Zeitraumes ermittelt. Dieser Anteil wird folgendermaßen bestimmt:

f S
deg = (ṁin

S � ṁout
S )=ṁin

S (7.2.12)

wobeiṁout
S den Gesamtmassenfluss des Schadstoffes darstellt, der das Gebiet ¨uber den Abflussrand

verlässt. Die Werte f¨ur f S
deg für die unterschiedlichen Netzen sowie f¨ur homogene Vergleichsbe-

rechnungen mit den unterschiedlichen Querdispersivit¨aten sind in Tabelle 7.5 aufgef¨uhrt.

Tabelle 7.5: Homogene Zugabe eines Schadstoffes in einen kontaminierten,
hydraulisch heterogenen Grundwasserleiter. Vergleich der abge-
bauten Schadstoffmassenfl¨usse.

K-Verteilung Art des Netzes αt [m] f S
deg

heterogen stromlinienorientiertes Netz 2 �10�3 0.187

heterogen grobes rechteckiges Netz 2 �10�3 0.506

heterogen verfeinertes rechteckiges Netz 2 �10�3 0.286

homogen stromlinienorientiertes Netz 2 �10�3 0.125

homogen stromlinienorientiertes Netz 4:5 �10�3 0.205

homogen stromlinienorientiertes Netz 2:65�10�2 0.519

Wie aus Tabelle 7.5 hervorgeht, wird mit dem groben rechteckigen Gitter eine um den Faktor 2.7
höhere Umsatzrate des Schadstoffes approximiert als mit dem stromlinienorientierten Netz. F¨ur
das verfeinerte rechteckige Gitte betr¨agt der Faktor immerhin noch 1.5.

7.2.4 Vergleich station̈arer Schadstofffahnen

Um die Netzeffekte f¨ur eine reaktive Schadstofffahne im station¨aren Zustand zu demonstrieren,
wird das Gebiet des Testbeispiels auf 150m Länge und 20.5m ausgedehnt. Die Generierung der
stochastischen Verteilung der hydraulischen Leitf¨ahigkeit beruht auf denselben geostatistischen
Parametern wie f¨ur das kleinere Gebiet. Im Folgenden wird ein rechteckiges Netz von 300 auf 41
= 12300 Zellen mit einem stromlinienorientierten Netz aus 12841 Elementen in 42 Stromr¨ohren
verglichen. Der Zufluss in den Brunnen ist auf 0.4l=s und die Zugabekonzentration des Schad-
stoffs auf 0.2mg=l herabgesetzt. Alle anderen Parameter sind identisch zum vorhergehenden Fall.

Abb. 7.13 zeigt die Schadstofffahne ein Jahr nach Beginn der Zugabe. Zu diesem Zeitpunkt ist
bereits der station¨are Zustand erreicht. Offensichtlich wird mit dem stromlinienorientierten Netz
eine sehr viel l¨angere Schadstofffahne approximiert als mit dem rechteckigen Netz. F¨ur den ge-
gebenen Parametersatz ergibt sich ein dramatischer Unterschied. Es sollte darauf hingewiesen
werden, dass die von der Netzorientierung erzeugte k¨unstliche Querdiffusion davon abh¨angt, wie
stark und wie h¨aufig sich die Str¨omungsrichtung ¨andert. Die st¨arkste künstliche Querdiffusion
tritt in Gebieten hoher Durchl¨assigkeit, in denen die Str¨omung fokussiert wird, auf. Deshalb sind
die Effekte der Netzorientierung stark vom Einzelfall abh¨angig und lassen sich schwera priori
abschätzen.
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Abb. 7.13: Zugabe eines Schadstoffs mittels eines Brunnen in einen heterogenen Grundwasserleiter.
Vergleich station¨arer Schadstofffahnen f¨ur unterschiedliche Netze. (a) Stromlinienorientier-
tes Netz; (b) rechteckiges Netz.

7.2.5 Vergleich zu hydraulisch homogenenen Berechnungen

Offensichtlich kann weder das Zwei-Bereiche-Modell noch das stochastische Stromr¨ohren-Modell
zur Homogenisierung des Testfalls verwendet werden, da beide Ans¨atze den transversalen Aus-
tausch vernachl¨assigen. Entsprechend kann von den vorgestellten Makrodispersionsmodellen le-
diglich für den FICK’schen Ansatz ¨uberprüft werden, ob mit seiner Hilfe im betrachteten Fall der
reaktive Transport aus den Ergebnissen des konservativen Transports vorhergesagt werden kann.

Hierzu werden mehrere Berechnungen zum reaktiven Transport in einem hydraulische homoge-
nen Medium mit unterschiedlichen Querdispersivit¨aten durchgef¨uhrt. Als Vergleich werden die
Berechnungen f¨ur das kleine Testgebiet herbeigezogen. Wie beim vorausgegangenen Testfall sind
die reaktiven Parameter identisch zum heterogenen Fall. Die effektive hydraulische Durchl¨assig-
keit Ke wird durch Anpassen an den Gesamtdurchfluss im System von 1:5924 l=s ermittelt und
beträgt 1:0411�10�3 m=s.

Folgende drei Querdispersivit¨atenαt werden untersucht:

� Die lokale Querdispersivit¨atαloc
t von 2mm, die auch im heterogenen Fall verwendet wird.

Für diesen Fall wird keinupscalingder Quermischung vorgenommen.

� Die transversale Makrodispersivit¨atαmax
t , die sich aus der Varianz der Tracerfahne quer zur

Hauptströmungsrichtungσ2
yy von 4:596m2 im stationären Zustand ergibt. Durch Anpassen

der Berechnungen zum Transport eines konservativen Tracers im homogenen Fall kann
hierfür ein Wert von 26:5 mmermittelt werden.

� Eine effektive Querdispersivit¨atαe f f
t , die aus der Anpassung des Konzentrationsprofils am

Abflussrand des Gebietes ermittelt wird. Da dieses Profil durch die Verteilung enger und
weiter Stromröhren verzerrt sein kann, wird die Raumkoordinatey mit dem Durchfluss der
Stromröhren gewichtet. Die beste Anpassung der Profile zwischen dem heterogenen und
dem homogenen Fall ist in Abb. 7.14 dargestellt. F¨ur diesen Fall betr¨agt die Querdispersi-
vität bei den homogenen Berechnungen 4:5 mmverwendet.
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Abb. 7.14: Konzentrationsprofil des Tracers am Ausflussrand
des Gebiets, normalisiert mit dem Durchfluss. Durch-
gezogene Linien: Modellergebnisse f¨ur den heteroge-
nen Fall; gestrichelte Linien: angepasster homogener
Fall (αt = 4:5�10�3 m).

Mit den aufgeführten Querdispersivit¨atenαloc
t , αmax

t undαe f f
t werden Berechnungen zum reak-

tiven Transport durchgef¨uhrt. Die reaktiven Parameter sind identisch zum heterogenen Fall. Die
Berehnungen werden mit einem stromlinienorientierten Netz durchgef¨uhrt. Als Maß für die Güte
der Berechnungsergebnisse wird wiederum der abgebaute Anteilf S

deg des eingebrachten Schad-
stoffmassenflusses am Ende des simulierten Zeitraumes nach (Gl. 7.2.12) ermittelt. Die Ergebnis-
se sind in Tabelle 7.5 aufgef¨uhrt.

Aus Tabelle 7.5 wird ersichtlich, dass die Verwendung der transversalen Makrodispersivit¨atαmac
t

für die Homogenisierung im Fall des reaktiven Transports zu einer starkenÜberschätzung der
Reaktionsraten f¨uhrt. Interessanterweise liegt der Fehler im Bereich desjenigen, der durch die
Verwendung des groben rechteckigen Netzes im heterogenen Fall verursacht wird. Die transver-
salen Makrodispersivit¨at beschreibt im Wesentlichen die Unsicherheit in der Lokalisierung der
Tracerfahne in einem heterogenen Grundwasserleiter. Eer spiegelt nur zu einem geringen Teil
Durchmischungsprozesse wider. Diese Beobachtung entspricht jener, dass im ersten Testfall die
longitudinale Makrodispersivit¨at nicht als Durchmischung gewertet werden darf.

Wird die lokale Querdispersivit¨atαloc
t im homogenen Fall verwendet, werden die Durchmischung

und folglich die Reaktionsraten untersch¨atzt. Dies kann darauf zur¨uckgeführt werden, dass im
heterogenen Fall Bereiche h¨oherer Geschwindigkeiten bestehen, in denen eine verst¨arkte Durch-
mischung besteht. Ein weiterer Effekt, der zu einer verst¨arkten Durchmischung f¨uhrt, liegt in der
Tortuosität, die im heterogenen Fall existiert.

Unter den untesuchten homogenen F¨allen führte jener mit Verwendung der effektiven Querdisper-
sivität αe f f

t auf der Grundlage des durchflussgewichteten Tracerprofils am Abflussrand des Ge-
bietes zu den besten Ergebnissen. Es besteht allerdings noch immer ein Fehler in der Absch¨atzung
von f S

deg im Bereich von 10%.
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7.2.6 Diskussion des Testfalls

Künstliche Diffusion für mehrdimensionale Probleme

Jedes monotone EULER’sche Verfahren f¨ur den advektiven Transport erzeugt k¨unstliche Diffusi-
on. Diese k¨unstliche Diffusion kann auf die L¨angsrichtung beschr¨ankt werden, wenn das Netz in
Strömungsrichtung orientiert wird. F¨ur beliebig orientierte Netze kann dagegen Monotonie nur
erreicht werden, wenn ein gewisses Maß an k¨unstlicher Querdiffusion eingef¨uhrt wird [100].

Mit Hilfe nichtlinearer montoner EULER’schen Verfahren wie demFCTVerfahren [13, 200, 149,
127, 91], denslope-undflux-limiterVerfahren [191, 161, 122] oder dem GALERKIN Least-Square
Verfahren mitdiscontinuity-capturingOperator [100] kann der Betrag der notwendiger k¨unstli-
chen Querdiffusion je nach dem Verhalten der numerischen L¨osung minimiert werden. Je sch¨arfer
das Konzentrationsprofil ist, desto mehr k¨unstliche Diffusion ist notwendig, um die Monotonie
zu erhalten.

Für das behandelte Modellproblem ist nicht nur in bestimmten Bereichen eine Str¨omung diagonal
zum rechteckigen Netz festzustellen, sondern auch infolge der Selbstsch¨arfung durch den mikro-
biellen Abbauprozess sehr scharfe Konzentrationsprofile f¨ur den Sauerstoff und den Schadstoff.
Folglich muss dasFCT Verfahren auf dem rechteckigen Netz eine hohe k¨unstliche Querdiffu-
sion im Bereich entlang der Grenzstromlinie erzeugen, da hier die Fronten am sch¨arfsten sind.
In diesem Bereich findet die Reaktion statt, f¨ur deren Rate durch einëUberschätzung der Quer-
durchmischung ebenfalls einëUberschätzung stattfindet.

Wiedergabe der Grenzstromlinie

Die wichtigsten Stromlinien im Modellgebiet stellen die Grenzstromlinien dar. In dem darge-
stellten Modellproblem befindet sich der zugegebene Schadstoff im Wesentlichen innerhalb der
Fläche, die von den Grenzstromlinien begrenzt wird. Der Sauerstoff befindet sich haupts¨achlich
außerhalb dieses Gebietes. Als einziger Austauschprozess ¨uber die Grenzstromlinie wirkt die
Querdispersion.

Ohne reaktive Prozesse w¨urden sowohl der Sauerstoff als auch der Schadstoff klassische Diffu-
sionsprofile quer zur Str¨omungsrichtung ausbilden. Dies wird in der linken Teilabbildung von
Abb. 7.15 schematisch dargestellt. Durch die heterogene Verteilung der hydraulischen Leitf¨ahig-
keit kann die genaue Gestalt der Querprofile deformiert werden. F¨ur den reaktiven Transport
verändern sich die Querprofile allerdings qualitativ. Fast der gesamte diffusive Massenfluss ¨uber
die Grenzstromlinie sowohl des Sauerstoffs als auch des Schadstoffs wird durch die mikrobiel-
le Aktivit ät verbraucht, da die durchmischten Substanzen miteinander reagieren. Lediglich eine
kleinethresholdKonzentration, unterhalb der kein mikrobielles Wachstum m¨oglich ist, verbleibt
im durchmischten Bereich. Die sich daraus ergebenden typischen Querprofile sind in der rechten
Teilabbildung von Abb. 7.15 schematisch dargestellt.

Als nächstes soll eine grobe FVM Diskretisierung f¨ur die Konzentrationsprofile in Abb. 7.15
betrachtet werden. Hierbei soll zun¨achst der Fall behandelt werden, bei dem die Grenzstromlinie
genau durch das Interface zwischen zwei Zellen wiedergegeben wird. Dies wird in Abb. 7.16
illustriert.

Das GAUSS’sche Profil des nicht-reaktiven Falles wird durch eine treppenstufenartige Diskreti-
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Abb. 7.15: Prinzipielle Querprofile der Konzentrationen f¨ur das Modelbeispiel. Linke Seite: Konzentra-
tionsprofile ohne Ber¨ucksichtigung der mikrobiellen Aktivit¨at. Rechte Seite: Konzentrations-
profile unter Einfluss der mikrobiellen Aktivit¨at.
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Abb. 7.16: Diskretisierung der in Abb. 7.15 dargestellten Querprofile der Konzentrationen durch ein
Netz, das die Grenzstromlinien genau wiedergibt.

sierung approximiert. F¨ur den speziell dargestellten Fall k¨onnte durch eine lineare Interpolation,
wie sie in der FEM vorgenommen wird, das analytische Profil besser nachgebildet werden. Im
Gegensatz dazu kann das fast diskontinuierliche Profil des reaktiven Falls durch den diskontinu-
ierlichen FVM Ansatz besser beschrieben werden. Obwohl das ausgew¨ahlte Netz sehr grob ist,
bleibt die prinzipielle Form des Profils erhalten.

Diese Diskretisierung soll nun mit einer anderen verglichen werden, in der die Grenzstromlinien
nicht durch das Netz wiedergegeben werden. Dieser Fall ist in Abb. 7.17 schematisch dargestellt.

Für den nicht-reaktiven Fall sind die diskretisierten Konzentrationsverteilungen in Abb. 7.17 et-
was asymmetrisch, da das Netz nicht der Symmetrie des analytischen Profils entspricht. Aller-
dings kann aus dem Vergleich zu den nicht-reaktiven Konzentrationsprofilen in Abb. 7.16 kein
signifikanter Vorteil einer exakten Wiedergabe der Grenzstromlinien abgeleitet werden.

Für den reaktiven Fall ist dies anders. Aufgrund des Mittelungsprozesses in den Kontrollvolumi-
na und der nicht angepassten Diskretisierung in der N¨ahe der Grenzstromlinien, ger¨at ein sehr
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Abb. 7.17: Diskretisierung der in Abb. 7.15 dargestellten Querprofile der Konzentrationen durch ein
Netz, das die Grenzstromlinien nicht wiedergibt.

viel größerer Anteil des Schadstoffs in Ber¨uhrung zum Sauerstoff. Wenn der Sauerstoff und der
Schadstoff in der numerischen Approximation durchmischt sind, wird ein Verbrauch durch die
Mikroorganismen errechnet. Folglich f¨uhrt ein Diskretisierungsverfahren, das die Grenzstromli-
nien nicht wiedergibt, zu einer̈Uberschätzung der Reaktionsraten.

Beim Einsatz eines stromlinienorientierten Netzes k¨onnen Grenzstromlinien vom Netz im Ge-
samtgebiet genau wiedergegeben werden. Die r¨aumliche Trennung des Sauerstoffs vom Schad-
stoff kann durch eine zellenorientierte FVM Diskretisierung approximiert werden, auch wenn ein
relativ grobes Netz benutzt wird. Es ist zu bemerken, dass eine solche r¨aumliche Trennung mit ei-
ner FEM Diskretisierung oder einer gitterorientierten FVM Diskretisierung nicht m¨oglich wäre.
In der FEM befänden sich Knoten auf der Grenzstromlinie. Die Patch-Volumina dieser Kno-
ten würdenüber Gebiete beiderseits der Grenzstromlinie integrieren, was zu einer numerischen
Durchmischung entlang der Grenzstromlinie f¨uhren würde.

Bei Verwendung eines rechteckigen Netzes k¨onnen die Grenzstromlinien nur dann genau wie-
dergegeben werden, wenn eine ideale Parallelstr¨omung vorliegt. Unter heterogenen Bedingungen
besteht zumindest in Teilbereichen eine Diskretisierung, wie sie in Abb. 7.17 schematisch darge-
stellt ist.

Die Verfeinerung des rechteckigen Netzes verbessert das L¨osungsverhalten, da die Fl¨ache der
künstlichen Durchmischung auf eine Zeile bzw. Spalte entlang der Grenzstromlinie beschr¨ankt
ist. Um allerdings ein L¨osungsverhalten zu erreichen, das nicht mehr durch weitere Verfeinerung
wesentlich verbessert werden kann, muss eine Aufl¨osung gew¨ahlt werden, mit der die scharfen
Konzentrationsprofile glatt werden. Dies w¨are bei dem gew¨ahlten Modellproblem extrem fein und
wurde definitiv durch die angewendete Verfeinerung nicht erreicht. Alternativ hierzu mag man
ein gewisseÜberschätzung der Reaktionsraten angesichts anderer Unsicherheiten akzeptieren.
Allerdings muss dann in einem heterogenen mehrdimensionalen por¨osen Medium die Gitterweite
noch immer an der schmalsten Stelle der Schadstofffahne ausgerichtet werden.
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7.3 Schlussfolgerungen aus den Berechnungen zum aeroben
Abbau

Die Anwendung des stromlinienorientierten Netzes auf die Zugabe eines mikrobiell abbaubaren
Schadstoffs in einen heterogenen Grundwasserleiter mittels eines Brunnens zeigt eine signifikante
Verbesserung des L¨osungsverhaltens im Vergleich zum groben rechteckigen Netz. Als Hauptur-
sache wird die genaue Wiedergabe der Grenzstromlinie durch das stromlinienorientierte Netz an-
genommen. Die Verwendung eines stromlinienorientierten Netzes erlaubt es, eine gr¨oberes Netz
zu verwenden, was zu einem kleineren System zu l¨osender Gleichungen f¨uhrt.

Die künstliche Querdiffusion, die durch ein rechteckiges Netz verursacht wird, wirkt sich sehr viel
stärker auf die Simulation des reaktiven Transports als auf diejenige des konservativen Transports
aus. Dies kann darauf zur¨uckgeführt werden, dass die Durchmischung eine wesentliche Voraus-
setzung f¨ur die Reaktionen darstellt. Im konservativen Fall f¨uhrt eine falsch approximierte Durch-
mischung zu verschmierten Profilen, wohingegen im reaktiven Fall hieraus falsch approximierte
Reaktionsraten und damit verf¨alschte Massenbilanzen folgen.

Die Verwendung stromlinienorientierter Netze erm¨oglicht es, Auswirkungen der Heterogenit¨at
auf die Durchmischung von Stoffen und auf Reaktionen, die durch die Durchmischung limitiert
werden, zu untersuchen. Da Berechnungen auf rechteckigen Netzen zu k¨unstlicher Querdiffusion
führen, müssten sehr kleine Netzweite gew¨ahlt werden, um mit diesen Netzen die physikalische
Durchmischung korrekt zu approximieren.

Es wurde untersucht, ob drei unterschiedliche Ans¨atze zur Beschreibung der Makrodispersion
benutzt werden k¨onnen, um aus integralen Informationen zum Tracertransport das Verhalten
wechselwirkender Stoffe vorherzusagen. Folgende Ans¨atze wurden untersucht: das FICK’sche
Makrodispersionsmodell, das Zwei-Bereiche-Modell und das stochastische Stromr¨ohren-Modell.
Im Testfall, in dem die L¨angsdurchmischung ¨uber der Querdurchmischung dominiert, konnte die
bereits von anderen Autoren beobachteteÜberlegenheit des stochastischen Stromr¨ohren-Modells
bestätigt werden. Die schlechten Vorhersagen, die sich aus der Anwendung der beiden anderen
Modelle ergaben, k¨onnen auf die mangelnde Unterschiedung zwischen der makroskopischen Di-
spersion und den lokalen Durchmischungsprozessen zur¨uckgeführt werden.

Im Testfall, bei dem die Reaktionen durch die Querdurchmischung limitiert wurde, konnten we-
der das stochastische Stromr¨ohren-Modell noch das Zwei-Bereiche-Modell verwendet werden,
da diese Ans¨atze den transversalen Austausch vernachl¨assigen. Das FICK’sche Makrodispersi-
onsmodell wurde unter Verwendung unterschiedlicher Querdispersivit¨atenüberprüft. Wie im Fall
der Längsdispersion f¨uhrt die Verwendung der transversalen Makrodispersivit¨at αmac

t , die aus
der Varianz der Tracerverteilungσ2

yy abgeleitet werden kann, zu einerÜberschätzung der Re-

aktionsraten. Die Verwendung der effektiven Querdispersivit¨at αe f f
t , die durch Anpassung des

durchflussgewichteten Konzentrationsprofils am Abflussrand des Gebietes ermittelt wird, ergab
eine Vorhersage des reaktiven Verhaltens im richtigen Bereich.

Allerdings muss darauf hingewiesen werden, dass die Ermittlung vonαe f f
t in der beschriebenen

Weise, Daten voraussetzt, die im Feldfall meistens nicht vorliegen. Insofern sind weitere Unter-
suchungen notwendig, um Skalengesetze f¨ur die Durchmischung von Substanzen in heterogenen
Grundwasserleitern zu entwickeln.



Kapitel 8

Reduktive Dehalogenierung im
Grundwasser

Leichtflüchtige chlorierte Kohlenwasserstoffe (LCKW) geh¨oren zu den bedeutendsten Grund-
wasserschadstoffen. Dies begr¨undet sich aus ihrem ehemals weitverbreiteten Einsatz als nicht-
brennbare L¨osemittel in fast allen Industriebereichen, aus ihrer hohen Mobilit¨at, ihrer relativ
schlechten Abbaubarkeit und ihrer Toxizit¨at, wobei die als chlorierte L¨osemittel eingesetzten
LCKW kaum akut toxisch wirken, jedoch z.T. als krebserregend eingestuft werden [203].

Neben den chlorierten Methanen und Ethanen wurden vor allen Dingen chlorierte Ethene als
Lösemittel verwendet. Im Jahr 1982 betrug die Produktion von Tetrachlorethen (PCE) f¨ur die al-
te Bundesrepublik 70000 Tonnen, die von Trichlorethen (TCE) 43000 Tonnen [136]. Aufgrund
eines unsachgem¨aßen Umgangs sowie leckender Tanks und Leitungen an Lager- und Produkti-
onsstätten erfolgten Eintr¨age der LCKW in den Untergrund, h¨aufigüber Zeiträume von Jahren bis
Jahrzehnten hinweg. Durch versch¨arfte gesetzliche Richtlinien zum Umgang mit LCKW konn-
te der Eintrag in den Untergrund weitgehend unterbunden werden. Auch der Verbrauch ist seit
ca. zehn Jahren r¨uckläufig, PCE und TCE wurden jedoch bislang weder in der Industrie noch in
Reinigungsprozessen vollst¨andig substituiert.

8.1 Mikrobielles System für die Dehalogenierung von Tetra-
chlorethen

Die höher chlorierten Ethene galten zu Beginn der 80’er Jahre als mikrobiell nicht abbaubar. Es
wurde nach Wissen des Autors bis heute kein aerober Abbau von Tetrachlorethen festgestellt.
Für Trichlorethen wurden unter aeroben Bedingungen cometabolische Abbauwege identifiziert
[160, 175, 172, 174]. Als Substrat dient hierbei Methan [63, 126], Toluol [194, 142] oder Phe-
nol [64, 95]. Unterin-situ Bedingungen ist die Stimulierung cometabolischer Aktivit¨aten relativ
schwierig, weil das prim¨are Substrat und der Sauerstoff genau im kontaminierten Bereich durch-
mischt sein m¨ussen, um die gew¨unschte Aktvität zu erreichen. Die Zugabe von Phenol zur Stimu-
lierung der cometabolischen Aktivit¨at im Grundwasser, wie sie gegenw¨artig in den Niederlanden
versuchsweise durchgef¨uhrt wird [2], wäre in der Bundesrepublik Deutschland nicht genehmi-
gungsfähig, da Phenol selbst einen Grundwasserschadstoff darstellt.

Im Gegensatz zum oxidativen Abbau dienen die chlorierten Ethene bei der reduktiven Dehalo-
genierung als Elektronenakzeptor. Die chlorierten Ethene stellen recht stark oxidierte Substanzen
dar (siehe Tabelle 8.1), sodass sie thermodynamisch betrachtet unter Energiegewinn reduziert
werden können. Allerdings tritt die vergleichsweise stabile Chlor-Kohlenstoff-Bindung in der
Naturäußerst selten auf, sodass nur wenige Organismen in der Lage sind, diese aufzubrechen.

Die ersten Nachweise zur vollst¨andigen, sukzessiven Dechlorierung von Tetrachlorethen (PCE)

128
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Abb. 8.1: Abbauweg für die reduktive Dehalogenierung von Te-
trachlorethen (PCE).

über Trichlorethen (TCE),cis-Dichlorethen (DCE) und Chlorethen (VC) zu Ethen (siehe auch
Abb. 8.1) wurden f¨ur methanogene Systeme erbracht [193, 66, 123]. Deshalb wurde zun¨achst
davon ausgegangen, dass die reduktive vollst¨andige Dechlorierung von PCE entweder von me-
thanogenen Mikroorganismen durchgef¨uhrt wird oder zumindest auf methanogene Bedingungen
angewiesen ist. Entsprechend wurde z.B. in eineron-siteAnwendung und inin-situ Rohren am
Modellstandort Eppelheim Sucrose zur Stimulierung methanogener Mikroorganismen eingesetzt,
die zur reduktiven Dechlorierung unter parallelem Abbau von BTEX-Kontaminanten in der Lage
waren [134].

Mittlerweile konnte zweifelsfrei nachgewiesen werden, dass die reduktive vollst¨andige Dechlo-
rierung von PCE nicht grunds¨atzlich auf methanogene Bedingungen angewiesen ist [56]. Ferner
konnten für die ersten beiden Reduktionsschritte von PCE ¨uber TCE bis DCE hoch angereicherte
Mischkulturen und Reinkulturen gewonnen werden, die die Energie aus der Dechlorierung zum
Wachstum nutzen k¨onnen [94, 145, 167]. F¨ur die Reduktion von DCE ¨uber VC zu Ethen ist es
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Tabelle 8.1: Ausgewählte Redoxpotentiale, korrigiert auf den Neutralpunkt (pH 7) [158, 182].

Halbreaktion Eo [mV] Eo0 [mV]

a O2 + 4H+ + 4e� *) 2H2O 1228 813

b Fe3+
aq + e� *) Fe2+

aq 770 770

c 2NO�3 + 12H+ + 10e� *) N2 + 6H2O 1246 749

d C2Cl4 + 2H+ + 2e� *) C2HCl3 + HCl 787 580

e C2HCl3 + 2H+ + 2e� *) C2H2Cl2 + HCl 747 540

f C2H3Cl + 2H+ + 2e� *) C2H4 + HCl 697 490

g C2H2Cl2 + 2H+ + 2e� *) C2H3Cl + HCl 567 360

h CH3COOH+ 8H+ + 8e� *) 2CH4 + 2H2O 228 -186

i SO2�
4 + 8H+ + 8e� *) S2� + 4H2O 251 -222

j CO2 + 8H+ + 8e� *) CH4 + 2H2O 180 -234

k 2CO2 + 8H+ + 8e� *) CH3COOH+ 2H2O 131 -283

l CH3COOH+ 4H+ + 4e� *) CH3CH2OH + H2O 38 -376

m 2H+ + 2e� *) H2 0 -414

nach gegenw¨artigem Stand des Wissens nicht klar, ob es sich um einen metabolischen oder einen
cometabolischen Prozess handelt [79]. Es ist ebenfalls ungekl¨art, wieviele Organismen insgesamt
an der vollständigen reduktiven Dechlorierung von PCE beteiligt sind.

Für die reduktive Dechlorierung k¨onnen diverse Elektronendonatoren eingesetzt werden. So wur-
den erfolgreiche Versuche u.a. mit Glukose, Acetat, Formiat, Methanol, Sukrose, Laktat, Pro-
prionat und Ethanol durchgef¨uhrt (nach [57]). Diese Vielfalt der m¨oglichen Elektronendonatoren
wurde von DISTEFANO ET AL. [57] darauf zur¨uckgeführt, dass die Reduktions¨aquivalente der
organischen Elektronendonatoren zun¨achst zu molekularem Wasserstoff umgesetzt werden und
dieser von den dechlorierenden Mikroorganismen genutzt wird. So konnte die reduktive Dechlo-
rierung auch von einigen Autoren direkt durch molekularen Wasserstoff stimuliert werden. Al-
lerdings war das mikrobielle Wachstum vom Vorhandensein einer zus¨atzlichen Kohlenstoffquelle
wie Acetat abh¨angig [167, 57].

Abb. 8.2 zeigt beispielhaft den Konzentrationsverlauf der Ethenderivate w¨ahrend der vollst¨andi-
gen reduktiven Dechlorierung bei einem Pulsversuch in einem Wirbelschichtreaktor, der mit dem
OrganismusDehalospirillum multivoransund einer hochangereicherten Mischkultur beimpft wur-
de [80]. Die Mikroorganismen lagen in Form eines Biofilms vor. Als Elektronendonator wurde
Formiat eingesetzt. Die Temperatur betrug 30oC und der pH-Wert 7.

8.2 Bestehende Modelle f ¨ur die reduktive Dechlorierung

Obwohl die reduktive Dehalogenierung chlorierter Ethene einen wichtigen Prozess f¨ur den nat¨urli-
chen Abbau dieser Schadstoffe in Grundwasserleitern darstellt, wurden bislang nur wenige Mo-
dellberechnungen hierzu durchgef¨uhrt.
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Abb. 8.2: Konzentrationsverl¨aufe bei der vollst¨andigen reduktiven Dechlorierung von PCE durchDeha-
lospirillum multivoransund einer hochangereicherten Mischkultur in einem Wirbelschichtre-
aktor [80].

MCNAB & NARASIMHAN [106] verwenden in einem gekoppelten Modell f¨ur kinetische Reak-
tionen und geochemische Gleichgewichte einen einfachen Abbau erster Ordnung ohne Ber¨uck-
sichtigung von Biomassen. Dieses Modell ber¨ucksichtigt jedoch, dass die Dechlorierung nur bei
bestimmten Redox-Bedingungen stattfinden kann.

In der Arbeitsgruppe von CORAPCIOGLU wird davon ausgegangen, dass es sich um einen come-
tabolischen Prozess handelt, der von methanogenen Bakterien durchgef¨uhrt wird. In der ersten
Arbeit wird eine konstante Biomasse angenommen [42]. In einer Erweiterung des Modells wird
die Abhängigkeit des Biomassenwachstums von der Konzentration des prim¨aren Substrats durch
einen MONOD-Term beschrieben [97].

Während die letztgenannten Modelle MICHAELIS-MENTEN-Terme bez¨uglich der chlorierten Ethe-
ne enthalten, gehen GAO ET AL. [73] in ihrem Modell für den cometabolischen Abbau von einem
linearen Zusammenhang aus.

Im Folgenden werden zwei unterschiedliche konzeptionelle Modelle f¨ur die vollständige Dechlo-
rierung verwendet. Beide Ans¨atze beruhen auf der Annahme, dass es sich um einen metabolischen
Prozess handelt. In Abschnitt 8.3 wird von vier unterschiedlichen Organismen ausgegangen, die
jeweils einen Reduktionsschritt katalysieren. In Abschnitt 8.4 werden hingegen nur zwei Orga-
nismen angenommen, einer f¨ur die ersten beiden und ein anderer f¨ur die letzten beiden Redukti-
onsschritte. Das letztgenannte Modell wird auch von Forschungspartnern aus der Mikrobiologie
verwendet [61, 168].



132 Kapitel 8: Reduktive Dehalogenierung im Grundwasser

8.3 Einfluss der Mobilität auf die Stimulierung eines mehrstu-
figen Abbauprozesses

Klassische mikrobiologische Laboruntersuchungen zum mikrobiellen Schadstoffabbau werden in
vollständig durchmischten Systemen durchgef¨uhrt. Bei sogenannten Batchexperimenten werden
alle Substrate zu Beginn des Versuchs in den Versuchsbeh¨alter gegeben. Bei kontinuierlichen,
durchmischten Bioreaktoren werden die Stoffe hingegen permanent eingeleitet. Diese Untersu-
chungen haben unter anderem die Identifizierung der Abbauwege und der kinetischen Parameter
zum Ziel.

Im Zusammenhang mit der mikrobiologischen Grundwasser- und Bodensanierung werden der-
artige Untersuchungen h¨aufig anhand kontaminierter Bodenproben von belasteten Standorten
durchgeführt. Damit soll ermittelt werden, ob im Boden bzw. im Grundwasserleiter bereits Or-
ganismen vorhanden sind, die die Schadstoffe abbauen k¨onnen, und wie das chemische Milieu
beschaffen sein muss, damit die mikrobielle Aktivit¨at optimal stimuliert werden kann.

Mit Hilfe der in diesem Abschnitt durchgef¨uhrten Simulationen soll demonstriert werden, dass
eine erfolgreiche Stimulierung eines mehrstufigen Abbaus in Batchexperimenten keine erfolg-
reichein-situ Anwendung garantieren kann. Hierbei wird nicht der Anspruch einer quantitativen
Vorhersage f¨ur die in-situ Dehalogenierung erhoben, vielmehr soll das Systemverhalten eines
mehrstufigen Abbaus vorgef¨uhrt werden.

Im Weiteren wird ein Batchsystem mit einem eindimensionalen reaktiven Transportsystem ver-
glichen. Ergebnisse einer zweidimensionalen Simulation mit denselben Modellannahmen und
Parametern k¨onnen [30] entnommen werden.

8.3.1 Modellannahmen

Die wesentliche Modellannahme f¨ur das reaktive System besteht darin, dass jedem Reduktions-
schritt i eine spezifische BiomasseXi zugewiesen wird. Es sei darauf hingewiesen, dass diese
spezifische Biomasse eine Modellgr¨oße darstellt, die nicht notwendigerweise einem einzelnen
Organismus entsprechen muss. Solange die Biomassen nicht gemessen werden k¨onnen, wäre es
konzeptionell eindeutiger, diese Gr¨oße als spezifische mikrobielle Aktivit¨at zu bezeichnen.

Es wird davon ausgegangen, dass die spezifischen Biomassen ausschließlich aufgrund der re-
duktiven Dechlorierung wachsen k¨onnen. Hierbei wird f¨ur jede Biomasse ein Doppel-MONOD

Ansatz für die Abhängigkeit des Wachstums von Konzentrationen angenommen:

ki
gr = µi

max
cCHCi�

cCHCi +KCHCi
m

� cEdon�
cEdon+KEdon

m

�Xi (8.3.1)

wobei ki
gr die Wachstumsrate f¨ur die spezifische BiomasseXi und µi

max ihre maximale relative
Wachstumsrate darstellt. MitCHC1, CHC2, CHC3, CHC4 undCHC5 werden PCE, TCE, DCE,
VC und Ethen (ETH) bezeichnet.Edon ist ein nicht näher spezifizierter Elektronendonator. Die
BiomasseX1 katalysiert die Reduktion von PCE zu TCE,X2 von TCE zu DCE,X3 von DCE zu
VC undX4 von VC zu ETH.
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Die reaktiven Quellen-/Senkentermeri in der Transportgleichung (Gl. 3.2.9) ergeben sich f¨ur die
mobilen Komponenten aus der Addition der mikrobiellen Umsetzungsraten und einem kineti-
schen Stoff¨ubergangsterm erster Ordnung (siehe (Gl. 3.3.14)):

rEdon = �
4

∑
i=1

ki
gr

Yi
� kcompcEdon � ksorb
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!
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d
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wobeiYi die Verwertungsrate f¨ur den Reduktionsschritti darstellt. In (Gl. 8.3.2) wird impliziert,
dass ein MolEdon je Mol CHCi oxidiert wird. Bei veränderter St¨ochiometrie muss ein zus¨atzlicher
Faktor eingef¨uhrt werden.

Der erste Term in (Gl. 8.3.2) stellt einen zus¨atzlichen konkurrierenden Verbrauch des Elektronen-
donators nach einem einfachen Ansatz erster Ordnung mit dem Koeffizientenkcompdar.

Zur Vereinfachung werden die Konzentrationen in der sorbierten Phase auf das Fl¨ussigvolumen
bezogen. F¨ur diese Konzentrationen wird als ausschließlicher Prozess der kinetische Stoff¨uber-
gang ber¨ucksichtigt (siehe (Gl. 3.3.15)):
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Für die Entwicklung der Biomassen wird entsprechend (Gl. 3.4.23) eine Wachstumsrate (Gl.
8.3.1) und ein lineares Sterbegesetz angenommen:

∂Xi

∂t
= ki

gr � ki
decX

i (8.3.6)

Die in den Modellrechnungen verwendeten Parameter sind in Tabelle 8.2 wiedergegeben. Hier-
bei orientieren sich die kinetischen Parameter f¨ur die ersten beiden Reduktionsschritte an den
Werten, die für den OrganismusDehalosprillum multivoransin [167] veröffentlicht wurden. Die
kinetischen Parameter f¨ur die Dechlorierungsschritte 3 und 4 beruhen auf Extrapolation, wo-
bei berücksichtigt wurde, dass die reduktiven Dechlorierungsraten mit abnehmender Anzahl von
Chloratomen am Molek¨ul abnehmen [192].
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Tabelle 8.2: Parameter f¨ur die Berechnung der reduktiven Dechlorierung in Batch- und 1D-Systemen.

Substanzbezogene Parameter

Edon PCE TCE cis-DCE VC ETH

Km [µmol/L] 100 100 100 100 100 100

KOC [L/kg] 2.2 364 126 59 8.2 6.0

kcomp [1/s] 10�6

Biomassenbezogene Parameter

Schritt 1 Schritt 2 Schritt 3 Schritt 4

µmax [1/s] 7:7 �10�5 5:0 �10�5 2:5 �10�5 1:0 �10�5

Y [mg/µmol] 0.001 0.001 0.001 0.001

kdec [1/s] 1:0 �10�6 1:0 �10�6 1:0 �10�6 1:0 �10�6

Xinitial [mg/L] 0.01 0.01 0.01 0.01

Bodeneigenschaften

ρ = 2.6kg=l fOC = 0.2% ne = 0.3 ksorb = 1=d = 1:157�10�5/s

8.3.2 Simulation eines Batchversuchs

Zur größtmöglichen Vergleichbarkeit zwischen dem Batchexperiment und dem 1D-System wer-
den in beiden Berechnungen dieselben Parameter verwendet. Dies gilt somit auch f¨ur die Porosi¨at,
obwohl in echten Bioreaktor-Untersuchungen der Boden zu einem Schlamm verd¨unnt würde.

Im Batchexperiment wird von einer Anfangskonzentration des Elektronendonators von 10mmol=l
ausgegangen. PCE ist mit 200µmol=l das einzige Ethenderivat im System. F¨ur die Sorption wird
im Anfangszustand Gleichgewicht angenommen. Die Anfangsbiomassen betragen 0.01mg=l . Sie
sind damit relativ niedrig.

Abb. 8.3 zeigt die zeitlichen Verl¨aufe für alle gelösten Substanzen. PCE scheint nach etwa zwei
Tagen verbraucht zu sein. Nach vier Tagen ist TCE in der gel¨osten Phase praktisch vollst¨andig
umgesetzt. Der zweite Metabolit in der Dechlorierungskette,cis-DCE hält sich etwa eine Woche.
VC kann bis zum zw¨olften Tag in der gel¨osten Phase beobachtet werden. Nichtsdestotrotz ist die
Dechlorierung zu diesem Zeitpunkt noch nicht abgeschlossen, da die Ethen-Konzentration noch
bis zum zwanzigsten Tag zunimmt.

Der Elektronendonator wird zum Teil durch die Dechlorierung verbraucht und zum anderen Teil
durch den konkurrierenden Abbau erster Ordnung. Die Anfangskonzentration ist jedoch so hoch
gewählt, dass die Dechlorierung vollst¨andig ablaufen kann. In einer Vergleichsrechnung, bei der
die Anfangskonzentration des Elektronendonators auf 1mmol=l gesetzt wurde, war dies nicht der
Fall.

Abb. 8.4 zeigt die zeitlichen Verl¨aufe aller Konzentrationen in der sorbierten Phase. Im Gegen-
satz zur gel¨osten Phase verbleibt PCE ¨uber die Gesamtzeit der Simulation in der sorbierten Pha-
se. Dies ist auf die kinetische Limitierung der Desorption zur¨uckzuführen. Die Sorptionskinetik
beeinflusst die zeitlichen Verl¨aufe der anderen Konzentrationen weniger stark. Die Definition der
Stoffübergangsrate in (Gl. 8.3.4) f¨uhrt zu einer Halbwertszeit f¨ur die Desorption proportional zum
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Abb. 8.3: Reduktive Dechlorierung von PCE. Simulation eines Batchversuches. Zeitliche
Verläufe der Konzentrationen in der gel¨osten Phase.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

[Tage]

0

50

100

150

200

250

300

[ mol/L]

T
C

E
, D

C
E

, V
C

, E
T

H
, E

do
n

0

200

400

600

800

[ mol/L]

P
C

E

Edon

TCE

DCE

VC

ETH

PCE

Abb. 8.4: Reduktive Dechlorierung von PCE. Simulation eines Batchversuches. Zeitliche
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VerteilungskoeffizientenKd. DaKd mit abnehmender Chlorierung der Ethene abnimmt, wird die
Desorption von PCE st¨arker durch die Kinetik limitiert als diejenige von TCE, DCE und VC. Der
zeitliche Verlauf von TCEsorb zeigt noch ein starkes Tailing, wohingegen letzteres f¨ur DCEsorb

sehr viel schw¨acher ausf¨allt. Für VCsorb tritt kein nennenswertes Tailing auf.
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Abb. 8.5: Reduktive Dechlorierung von PCE. Simulation eines Batchversuches. Zeitliche
Verläufe der Biomassen.

Abb. 8.5 zeigt die zeitlichen Verl¨aufe der Biomassen. Die offensichtlichen Unterschiede sind
auf die Verfügbarkeit des zugeh¨origen Elektronenakzeptors sowie im Wesentlichen auf die un-
terschiedlichen maximalen Wachstumsraten zur¨uckzuführen. Der Zusammenhang zwischen dem
mikrobiellen Wachstum und der Konzentration des zugeh¨origen Elektronenakzeptors kann spezi-
ell für den letzten Abbauschritt gut beobachtet werden. Von elften Tag an sind die VC-Konzentra-
tionen in der gel¨osten Phase sehr niedrig. Dies ist der Zeitpunkt, zu dem die Sterberate der VC
dechlorierenden Biomasse die Wachstumsrate ¨uberschreitet.

Zusammenfassend k¨onnen aus Abb. 8.3-Abb. 8.5 folgende Schlussfolgerungen gezogen werden:

� Die vollständige reduktive Dechlorierung kann bei dem gew¨ahlten Parametersatz innerhalb
von 20 Tagen erreicht werden.

� Wenn die Anfangskonzentration des Elektronendonators hoch genug ist, kann eine Limitie-
rung der Dechlorierung durch den konkurrierenden Abbau des Elektronendonators verhin-
dert werden.

� Unterschiede in der maximalen Wachstumsrate und der damit verbundenen Umsatzrate
für die unterschiedlichen Dechlorierungsschritte f¨uhren zu einer l¨angeren Persistenz der
schwächer chlorierten Ethene gegen¨uber den st¨arker chlorierten.
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� Vom elften Tag an wird die vollst¨andige Reduktionskette durch die Desorptionskinetik von
PCE kontrolliert. Während dieser Zeit sind die Konzentrationen in der gel¨osten Phase so
niedrig, dass alle beteiligten Biomassen abnehmen. Trotzdem sind die verbliebenen Kon-
zentrationen der Biomassen hoch genug, um eine unmittelbare Transformation des desor-
bierten PCE zu Ethen zu gew¨ahrleisten.

8.3.3 Simulation einer Stromr̈ohre

Für die Simulation einer 100m langen Stromr¨ohre werden dieselben Parameter verwendet wie
für das Batchexperiment (siehe Tabelle 8.2). Die Filtergeschwindigkeitq beträgt 10�5 m=s und
die Dispersivität 0:01 m, was zu einem effektiven Diffusionskoeffizienten von 3:3 � 10�7 m2=s
führt. Als homogene Anfangsbedingung werden f¨ur PCE 200µmol=l angenommen, f¨ur alle
anderen gel¨osten Substanzen wird ein Anfangswert von null angesetzt. Die Elektronendonator-
Konzentration im Zufluss betr¨agt 10mmol=l .

Abb. 8.6-Abb. 8.9 zeigen die berechneten L¨angsprofile der gel¨osten Substanzen. Wie bereits in
Abschnitt 6.5.4 dargestellt wurde, wurde dieses Beispiel als Testfall f¨ur den Vergleich verschie-
dener Kopplungsverfahren eingesetzt [37].
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Abb. 8.6: Reduktive Dechlorierung von PCE in einem 1D Modellsystem. L¨angspro-
file der Konzentrationen in der gel¨osten Phase 10 Tage nach Beginn der
Elektronendonator-Zugabe.

Aus den Längsprofilen in Abb. 8.6-Abb. 8.9 geht hervor, dass der gesamte Massenfluss des Elek-
tronendonators in einem kleinen Durchmischungsbereich verbraucht wird, in dem sowohl der
Elektronendonator als auch die chlorierten Ethene verf¨ugbar sind. Aufgrund des konkurrierenden
Abbaus erster Ordnung bildet sich vom Systemzulauf bis zum reaktiven Durchmischungsbereich
ein exponentiell abfallendes Profil des Elektronendonators aus.
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Abb. 8.7: Reduktive Dechlorierung von PCE in einem 1D Modellsystem. L¨angspro-
file der Konzentrationen in der gel¨osten Phase 20 Tage nach Beginn der
Elektronendonator-Zugabe.
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Abb. 8.8: Reduktive Dechlorierung von PCE in einem 1D Modellsystem. L¨angspro-
file der Konzentrationen in der gel¨osten Phase 30 Tage nach Beginn der
Elektronendonator-Zugabe.
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Abb. 8.9: Reduktive Dechlorierung von PCE in einem 1D Modellsystem. L¨angspro-
file der Konzentrationen in der gel¨osten Phase 40 Tage nach Beginn der
Elektronendonator-Zugabe.

10 Tage nach dem Beginn der Einleitung (siehe Abb. 8.6) ¨uberlappen sich die Peaks aller Ethen-
derivate. Entsprechend sind alle chlorierten Ethene mit dem Elektronendonator durchmischt, was
das Wachstum aller dechlorierenden Biomassen stimuliert. Obwohl das unchlorierte Ethen eine
gegen¨uber allen chlorierten Ethenen h¨ohere Wasserl¨oslichkeit aufweist, wird nur eine geringe
Konzentration erreicht. Dies ist auf die niedrigen Umsatzraten von VC zu Ethen zur¨uckzuführen.

Die Mobilität der chlorierten Ethene nimmt mit abnehmender Chlorierung zu. Folglich bewegt
sich VC schneller als die anderen chlorierten Substanzen. Bereits nach 20 Tagen (siehe Abb. 8.7)
kann eine Abtrennung des VC-Peaks beobachtet werden. Dies unterbindet die weitere Dechlorie-
rung von VC zu Ethen, da der VC-Peak den Bereich verl¨asst, in dem der Elektronendonator f¨ur
die Mikroorganismen verf¨ugbar ist. Wie Abb. 8.8 und Abb. 8.9 zu entnehmen ist, verbleibt der
VC-Peak im Weiteren unver¨andert bis zum Ende der Simulation nach 40 Tagen.

Es ist zu beachten, dass die Transformationsraten der reduktiven Dechlorierung und die zugeh¨ori-
gen Wachstumsraten mit abnehmender Chlorierung abnehmen. Zusammen mit der erh¨ohten Mo-
bilit ät der niederchlorierten Ethene f¨uhrt dies zu einer Limitierung der vollst¨andigen Dechlorie-
rung. Die Reduktion niederchlorierter Ethene erfordert eine l¨angere Durchmischungszeit mit dem
Elektronendonator als diejenige h¨oherchlorierter. Die h¨ohere Mobilität führt jedoch zu k¨urzeren
Durchmischungszeiten. Entsprechend kommt es zu einer Akkumulation von DCE und VC.

8.3.4 Diskussion des Testfalls

Das qualitative Verhalten der reduktiven Dechlorierung unterscheidet sich f¨ur den Fall eines
Batchsystems von dem eines reaktiven Transportsystems. F¨ur das Batchsystem kann bei den
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gewählten Parametern eine vollst¨andige Dechlorierung erreicht werden, f¨ur das reaktive Trans-
portsystem nur eine unvollst¨andige.

Dies ist auf die Wechselwirkung zwischen Durchmischung und Mobilit¨at zurückzuführen. Da er-
stens die Metaboliten mobiler sind als der urspr¨ungliche Schadstoff und zweitens der Elektronen-
donator in der Durchmischungszone vollst¨andig verbraucht wird, bewegen sich die Metaboliten
aus der reaktiven Zone heraus.

Der kinetische Stoff¨ubergang, der im Fall des durchmischten Reaktors eine Limitierung darstellte,
kann zu einer verbesserten Durchmischung des Elektronendonators und der Metabolite und damit
zu einer Verst¨arkung der reduktiven Dechlorierung f¨uhren.

Es ist darauf hinzuweisen, dass die Annahme einer zunehmenden Mobilit¨at mit abnehmender
Chlorierung darauf beruht, dass die Mobilit¨at von der Sorption bestimmt wird. Dies ist in reduk-
tiven Systemen nicht notwendigerweise der Fall. Methanogenese, die in stark reduzierten Grund-
wasserleitern auftritt, kann zu eingeschlossenen Gasblasen f¨uhren. Da die Fl¨uchtigkeit der chlo-
rierten Ethene mit abnehmender Chlorierung zunimmt, kann auch die Mobilit¨at zunehmen, wenn
eine Gasphase auftritt. In einem solchen Fall w¨urde die festgestellte Abtrennung des VC-Peaks
nicht stattfinden. Tats¨achlich wurde die vollst¨andige reduktive Dechlorierung unter Feldbedin-
gungen zumeist in methanogenen Grundwasserleitern festgestellt [173].

8.4 Stimulierung der reduktiven Dechlorierung in einem Grund-
wasserversuchsstand

8.4.1 Hintergrund

Im Rahmen des VerbundvorhabensStimulierung der vollsẗandigen reduktiven Dehalogenierung
in einem Modellquifer - Artficial AnAerobic Aquifer (A4) wird vom Institut für Wasserbau ein
Grundwasserversuchsstand im Technikumsmaßstab betrieben. An dem Verbundvorhaben ist bzw.
war das Institut f¨ur Siedlungswasserbau, Gew¨asserg¨ute- und Abfallwirtschaft der Universit¨at
Stuttgart (Arbeitsgruppe Frau Dr. H. SCHOLZ-MURAMATSU) sowie das Engler-Bunte-Institut
der Universität Karlsruhe (Arbeitsgruppe Herr Prof. F.H. FRIMMEL) beteiligt.

Ziel des Verbundvorhabens ist es, die M¨oglichkeit zur Stimulierung der vollst¨andigen Dechlo-
rierung von Tetrachlorethen unterin-situ Bedingungen zu evaluieren und den Abbauprozess zu
optimieren. Die Aufgabe des Instituts f¨ur Wasserbau besteht hierbei darin, die Wechselwirkungen
zwischen den hydraulischen Aquifereigenschaften und der mikrobiellen Aktivit¨at experimentell
zu untersuchen und modellhaft zu beschreiben [116].

Das Vorhaben ist in den Forschungsrahmen derVersuchseinrichtung zur Grundwasser- und Alt-
lastensanierung (VEGAS)eingebunden [114] und stellt einen zentralen Bestandteil des Themen-
schwerpunktesReduktive Schadstofftransformationenzur in-situ Sanierung kontaminierter Böden
und Grundwasserleiterdar.

Im Folgenden wird der experimentelle Aufbau des Grundwasserversuchsstands kurz beschrie-
ben sowie Modellvorhersagen zum reduktiven Abbau von Tetrachlorethen vorgestellt. Eine de-
tailliertere Beschreibung des experimentellen Programms ist [116] zu entnehmen. In Abschnitt
8.4.8 wird ein qualitativer Vergleich zu Messergebnissen vorgenommen. Ein quantitativer Ver-
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gleich zwischen Modellberechnungen und Messungen f¨allt jedoch zum gegenw¨artigen Zeitpunkt
schwer, da einerseits die Versuchsbedingungen nicht konstant gehalten wurden und andererseits
noch nicht ausreichende experimentelle Daten vorliegen.

8.4.2 Experimenteller Aufbau

Der Versuchsstand ist 10m lang, 0:7 mhoch und 0:2 mbreit. Er wird als quasi-zweidimensionales
System betrachtet. Der Beh¨alter besteht aus einer geschlossenen Edelstahlwanne, der von einem
HDPE-Mantel umgeben ist. Im Zwischenraum zirkuliert K¨uhlwasser mit einer grundwassertypi-
schen Temperatur von 10oC.

Der Behälter ist mit zwei Sanden in definierter Blockstruktur gef¨ullt. Der feinere Sand (Ø = 0:1 �
0:4 mm) weist eine hydraulische Leitf¨ahigkeit von 4:8 � 10�4 m=s auf. In ihn sind Blöcke des
gröberen Sandes (Ø = 0:3� 0:8 mm) mit einer hydraulischen Leitf¨ahigkeit von 3:2 � 10�3 m=s
eingelagert. Die porenraum-bedingte L¨angsdispersivit¨at beträgt für den feineren Sand� 0:2 mm
und für den gröberen� 0:5 mm, die Querdispersivit¨at� 0:05mmbzw.� 0:1 mm[96]. Die Anord-
nung der Sande ist in Abb. 8.10 dargestellt. Beide Sande bestehen zu 93.3% aus Quarz, zu 5.4%
aus Feldspat und zu 1.1% aus Kaolinit [1]. Um eine randliche Umstr¨omung infolge von Setzun-
gen der Sandf¨ullung zu verhindern, wurde die Bef¨ullung mit einer 2cmdicken Quelltonschicht
abgedichtet.
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Abb. 8.10: Verteilung der eingesetzten Sande im Versuchsstand.

Der Behälter ist mit 142 Wasser- und 10 Bodenprobenahmestellen ausgestattet. Die Wasserpro-
benahmestellen bestehen aus durchg¨angigen horizontalen perforierten Edelstahlrohren, die mit
einem Edelstahlgewebe umwickelt sind. Neben der Probenahme dienen sie auch der Aufnah-
me von Querspannungen im Beh¨alter. Von der R¨uckseite sind in die Wasserprobenahmerohre
Leitfähigkeitssonden eingef¨uhrt. Sie erm¨oglichen einein-situMessung der Salzkonzentration bei
Tracerversuchen. Details zu der von GERHARD BISCH entwickelten Messtechnik sind [116] zu
entnehmen. Die Beprobungspunkte sind in einem regelm¨aßigen Abstand von 0:5 m in Längs- und
0:1 m in Höhenrichtung angeordnet. Zus¨atzlich werden der Ein- und der Auslaufkasten beprobt.

Der Versuchsstand wird als gespanntes Grundwassermodell betrieben. Am Auslauf wird die Pie-
zometerh¨ohe mit einem Auslaufkasten auf ein Niveau von ca. 5cm über Behälterkante gehalten.
Am Einlauf wird der Zufluss ¨uber eine Zahnrad-Dosierpumpe im Regelkreis mit einem induktiven
Durchflussmesser und einem PID-Regler konstant gehalten.

Es wird vakuum-entgastes Trinkwasser eingesetzt. Hierzu wurde in 4m Höhe über dem Ver-
suchsstand eine 2m hohe Füllkörperkolonne aufgebaut, in die Trinkwasser wasserstandsgeregelt
eingedüst wird. Der absolute Gasdruck in der Kolonne betr¨agt� 50 mbar. Im kontinuierlichen
Betrieb kann eine 95-prozentige Entgasung erreicht werden, was einem Restsauerstoffgehalt von
etwa 0:5 mg=l entspricht.
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Abb. 8.11: Fließbild zum Grundwasserversuchsstand.

Der Hauptwasserstrom wird als Grundwasserstr¨omungüber den Einlaufkasten in den Beh¨alter
gepumpt. Zus¨atzlich kann Wasser mit Hilfe einer Schlauchquetschpumpe ¨uber eines der horizon-
talen Probenahmerohre zugegeben werden. Nachdem im Einlaufbereich der Rinne Verstopfungs-
erscheinungen aufgetreten sind, wurde zwischen Zahnradpumpe und Einlaufkasten ein Sandfilter
eingebaut. Das Wasser f¨ur die Punktzugabe wird seit Mitte Januar 1997 ¨uber einen metallischen
Eisenfilter gef¨uhrt, um den Restsauerstoff zu eliminieren.

Die Zugabe des Elektronendonators erfolgt im Stimulierungsexperiment ¨uber die Grundstr¨omung.
Er wird mit einer Membrandosierpumpe in die Leitung zwischen Zahnradpumpe und Sandfilter
eingebracht. Sollte es zu Verstopfungen in der N¨ahe der Einleitung kommen, so finden diese im
auswechselbaren Sandfilter statt. Der eigentliche Versuchsstand wird nicht beeintr¨achtigt.

PCE wird ausschließlich in w¨assriger Phase in den Versuchsbeh¨alter eingebracht. Um eine kon-
stante Konzentration im kontinuierlichen Betrieb zu gew¨ahrleisten, wird das unbeladene Zugabe-
wasser in ein 250ml Mischgefäß eingeleitet, dessen Boden etwa 1cmdick mit PCE in organischer
Flüssigphase bedeckt ist. Mit einem Magnetr¨uhrer wird der Stoff¨ubergang von der PCE-Phase zur
wässrigen Phase beschleunigt. Das nunmehr ann¨ahernd PCE-ges¨attigte Wasser wird punktf¨ormig
an einer Stelle im Versuchsstand zugegeben.

8.4.3 QualitativeÜberpr üfung der hydraulischen Parameter

Um zuüberprüfen, ob beim Einbau der Sande die erw¨unschte r¨aumliche Verteilung erreicht wur-
de, wurden sowohl Messungen der Piezometerh¨ohe als auch Tracerversuche durchgef¨uhrt. Diese
Versuche werden in regelm¨aßigen Abst¨anden wiederholt, um m¨ogliche Veränderungen der hy-
draulischen Eigenschaften im Versuchsstand erfassen zu k¨onnen. Im Folgenden soll lediglich ein
kurzer qualitativer Vergleich zwischen den Messungen und den Berechnungen auf der Grundlage
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der an den Sanden ermittelten Durchl¨assigkeiten und Dispersivit¨aten erfolgen. Umfassende quan-
titative Untersuchungen werden Bestandteil der Dissertation von GERHARD BISCH sein [11].

Druckverteilung

Abb. 8.12 zeigt gemessene Piezometerh¨ohen bei einem Betrieb ohne zus¨atzliche punktförmige
Zugabe im Vergleich zu Berechnungen. Aufgrund von Schwankungen des absoluten Druckes
infolge der Luftdruckschwankungen sind die gemessenen Dr¨ucke als relativer Druckabfall im
Versuchsbeh¨alter dargestellt.

Abb. 8.12: Verteilung der Piezometerh¨ohen im Versuchsstand. Vergleich zwischen Messung und Be-
rechnung.

Es ist zu bemerken, dass 47% des Druckabfalls zwischen dem Einlauf und der ersten Piezome-
terreihe stattfinden. Offensichtlich hat der Betrieb mit dem entgasten Wasser zu Ausf¨allungen im
Einlauf geführt. Wie an dem Vertikalgradienten im ersten Abschnitt des Versuchsstands zu er-
kennen ist, wurde letzterer ungleichm¨aßig verstopft. Im numerischen Modell wird dies dadurch
berücksichtigt, dass eine lineare Zunahme des Zuflusses ¨uber den Einlaufrand angenommen wird.
Die Installation des Sandfilters soll ein weitertes Verstopfen des Einlaufbereichs verhindern.

Mit Ausnahme des Druckverlustes in den ersten 0.25m gibt die Druckverteilung die eingebau-
te Struktur erwartungsgem¨aß wieder. In den besser durchl¨assigen Bl¨ocken besteht ein geringerer
Druckgradient als in der schlechter durchl¨assigen Matrix. Insbesondere in der N¨ahe von Block-
Enden treten Gradienten schr¨ag zur Vertikalen auf, was auf das kovergent/divergente Str¨omungs-
feld in den Zu- und Abflussbereichen der besser durchl¨assigen Bl¨ocke zurückzuführen ist.

Abb. 8.12 macht jedoch auch deutlich, dass die Druckverteilung allein nur ein unzureichen-
des Maß zur Bestimmung der Durchl¨assigkeitsverteilung darstellt. So verlaufen etwa im Be-
reich x = 6 m alle Potentiallinien parallel zueinander, obwohl die drittoberste Schicht besser
durchlässig ist als die anderen Schichten. Als wesentliche Information kann aus der Druckver-
teilung lediglich die ¨uber den Querschnitt integrierte hydraulische Leitf¨ahigkeit (Transmissivit¨at)
entnommen werden. In L¨angsabschnitten mit nur einer gut durchl¨assigen Schicht liegen die Po-
tentiallinien dichter beieinander als in den Abschnitten mit zwei oder drei gut durchl¨assigen
Schichten.

Die berechnete Piezometerh¨ohenverteilung stimmt mit der gemessenen weitgehend ¨uberein. Die
berechneten Stromlinien zeigen dar¨uberhinaus, dass eine Erfassung der Str¨omungsgeschwindig-
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keiten im Vergleich zur Druckverteilung sensitiver gegen¨uber der Verteilung der Durchl¨assigkeit
ist. In den besser durchl¨assigen Bereichen liegen die Stromlinien dichter beieinander als in den
schlechter durchl¨assigen. Da Geschwindigkeiten nicht direkt erfasst werden k¨onnen, wurden und
werden Tracerversuche im Versuchsstand durchgef¨uhrt.

Konservativer Transport

Für die weitere hydraulische Charakterisierung werden zwei Arten von Tracerversuchen durch-
geführt: (1)quasi-eindimensionaleVersuche, bei denen der Markierungsstoff in den Einlauf zu-
gegeben wird, sowie (2) Versuche mit punktf¨ormiger Zugabe von markiertem Wasser. In beiden
Fällen erfolgt die Tracer-Zugabe kontinuierlich. Die punktf¨ormige Tracerzugabe dient vornehm-
lich dazu, die Ausdehnung einer Fahne unter Ausschluss von Abbauprozessen zu erfassen. In
Abb. 8.13 ist exemplarisch die Konzentrationsverteilung infolge einer punktf¨ormigen Zugabe dar-
gestellt. Der Volumenstrom am Zugabepunkt betr¨agt 10% desjenigen der Grundstr¨omung.

Abb. 8.13: Verteilung eines Salztracers im Versuchsstand bei punktf¨ormiger Zugabe. Vergleich zwi-
schen Messung und Berechnung.

Abb. 8.13 zeigt, dass die Ausdehnung der Tracerfahne vom Modell qualitativ richtig vorhergesagt
werden kann. Es wird jedoch auch deutlich, dass trotz 140 Messpunkten im Versuchsstand die
räumliche Auflösung der Messungen nicht ausreicht, die Fahne durchgehend zu erfassen. In der
Messreihex = 2:25 m zeigt keine Sonde die Salzfahne an, obwohl sie in den Messreihen ober-
und unterstrom detektiert wird.

Ferner ist darauf hinzuweisen, dass die Ausf¨uhrung der Messpunkte als horizontale Rohre zu
einer Fokussierung der Str¨omung im Messpunkt f¨uhrt, die vom Verh¨altnis der Durchl¨assigkeiten
im Messrohr und in der umgebenden Matrix abh¨angt. Insofern liegt eine integrale Information
vor, wohingegen das numerische Modell Punktwerte approximiert. Dies ist beim quantitativen
Vergleich zu ber¨ucksichtigen [11].

Neben den konservativen Tracerversuchen wurden auch Versuche mit gel¨ostem PCE und gel¨ostem
Ethanol durchgef¨uhrt. Beide Versuche zeigten ohne Beimpfung des Versuchsstands mit geeigne-
ten Mikroorganismen keinen Unterschied zum Transport eines konservativen Stoffes.
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8.4.4 Rahmenbedingungen des Stimulierungsexperimentes

Im Stimulierungsexperiment wird Ethanol als Elektronendonator eingesetzt. Ethanol wurde aus-
gewählt, weil es unter anaeroben Bedingungen vergleichsweise schwer verwertbar ist und so-
mit die Methanogenese leichter unterbunden werden kann als beim Einsatz anderer Substra-
te wie etwa Glucose [165]. Das Ethanol wird als L¨osung (50 Vol.%) vorgehalten. In dieser
Lösung sind 0.5mol=l NH4Cl gelöst. Ferner ist sie mit(NH4)2HPO4 und CoCl2 gesättigt. Das
Ethanol/Wasser-Gemisch wird mit einem Verh¨altnis der Durchfl¨usse von 1:500 in die Grund-
strömung zugegeben.

Der Durchfluss der Grundstr¨omung betr¨agt 70ml=min. PCE-ges¨attigtes Wasser wird mit einem
Volumenstrom von 10ml=min in die Messstelle beix= 0:75m, z= 0:35m zugegeben.

Der Zugabe von Ethanol und PCE begann am 11. November 1996. Am 19. November wurde der
Versuchsstand mit einer Reinkultur des OrganismussesDehalospirillum multivorans, der PCE
über TCE zu DCE abbaut, sowie mit einer hochangereicherten Mischkultur zur vollst¨andigen
Dechlorierung von DCE beimpft. Die w¨assrigen Medien, die die Bakterien beinhalteten, wurden
in alle Probenahmestellen zugegeben.

8.4.5 Chemische Einfl¨usse

Wie bereits ausgef¨uhrt wurde, wird der Versuchsstand mit entgastem Leitungswasser betrieben.
Das Universitätsgelände wird vornehmlich mit Trinkwasser des Zweckverbandes Bodenseewas-
serversorgung (BWV) versorgt. In Tabelle 8.3 sind die Hauptkationen und in Tabelle 8.4 die
Hauptanionen nach Angaben der BWV [12] sowie einige Messungen am Versuchsstand sowohl
vor als auch w¨ahrend des Stimulierungsexperimentes aufgef¨uhrt. Es ist zu bemerken, dass das Ex-
periment am 11.11.’96 begann. Die Proben am Einlauf wurden am Versuchsstand selbst entnom-
men, d.h. Ethanol ist bereits enthalten, und das Wasser hat den Sandfilter passiert. Mit ”Zugabe”
wird das PCE-ges¨attigte Wasser an der punktf¨ormigen Zugabestelle bezeichnet. Dieses Wasser ist
ab Mitte Januar ’97 durch den Eisenfilter geflossen, wobei der Eisenfilter dem Mischreaktor zur
PCE-Aufnahme vorgeschaltet ist.

Tabelle 8.3: Hauptkationen des eingesetzten Wassers inmol=l .

Datum Messstelle Na+ K+ Ca2+ Mg2+

Ø ’95 Trinkwasser [12] 1.87�10�4 3.32�10�5 1.21�10�3 3.25�10�4

27.1.’97 Einlauf 1.98�10�4 5.01�10�5 1.47�10�3 3.32�10�4

27.1.’97 Zugabe 2.04�10�4 3.48�10�5 1.46�10�3 3.35�10�4

27.1.’97 Auslauf 2.89�10�4 5.06�10�5 1.77�10�3 4.19�10�4

Bezüglich der Alkali-Ionen kann kein wesentlicher Effekt der Ethanol-Zugabe festgestellt wer-
den. Dies betrifft alle Messpunkte. Die Konzentrationen der Erdalkalimetalle korrespondieren mit
der Löslichkeit von Calcit. Der erh¨ohte Gehalt im Auslauf nach zweieinhalb Monaten Versuchs-
dauer deutet eventuell auf die Aufl¨osung von Calcit im Versuchsstand infolge der Versauerung
hin.
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Tabelle 8.4: Hauptanionen [mol=l ] und pH-Wert des eingesetzten Wassers.

Datum Messstelle Cl� SO2�
4 NO�

3 DIC1 S2� pH

Ø ’95 Trinkwasser [12] 1.6�10�4 3.49�10�4 7.4�10�5 2.48�10�3 n.n. 7.95

10.11.’96 Einlauf 1.7�10�4 2.7�10�4 - 3.02�10�3 n.n. 8.0

18.12.’96 Einlauf - - - 2.25�10�3 - -

18.12.’96 Auslauf - - - 1.64�10�3 - -

16.1.’97 Auslauf - - - 2.25�10�4 - -

24.1.’97 Einlauf - - - - 5.3�10�5 7.0

24.1.’97 Zugabe - - - - 2.1�10�5 7.7

24.1.’97 Auslauf - - - - 2.7�10�4 5.76

Die Anionenkonzentrationen zeigen st¨arkere zeitliche Ver¨anderungen als diejenigen der Katio-
nen. Es ist zu bemerken, dass die Zusammensetzung des Trinkwassers dem Kalk-Kohlens¨aure-
gleichgewicht entspricht. Durch die Vakuum-Entgasung wird dem Wasser CO2 entzogen, sodass
das Wasser gegen¨uber Calcitübersättigt ist (s.u.). Wahrscheinlich hat die Calcitausf¨allung zum
Verstopfen des Einlaufs beigetragen. Durch den Einbau des Sandfilters wurde die Ausf¨allung
des Calcits in den Sandfilter verlagert. Folglich entsprach die Zusammensetzung des Wassers im
Einlauf vor dem Stimulierungsexperiment wieder dem Carbonatgleichgewicht.

Durch die Homoacetogenese (s.u.) findet im Sandfilter und im Versuchsstand ein Verbrauch des
anorganischen Kohlenstoffs (DIC) statt. W¨ahrend vor dem Stimulierungsexperiment kein r¨aum-
liches DIC-Profil festzustellen war, nahm w¨ahrend des Experimentes der DIC-Gehalt im Auslauf
beständig ab. Auch der DIC-Gehalt im Einlauf nahm ab, jedoch bei weitem nicht so stark. Es
ist allerdings zu erwarten, dass die DIC-verbrauchenden Mikroorganismen im weiteren zeitlichen
Verlauf der Quelle entgegenwachsen, sodass dauerhaft der gesamte anorganische Kohlenstoff im
Sandfilter verbraucht wird.̈Ahnliches gilt für die Umsetzung von Sulfat zu Sulfid, die Ende Janu-
ar ’97 im Auslauf bereits abgeschlossen war, im Einlauf jedoch nur etwa 20% des Sulfats umfasst
hat.

Konkurrierende Prozesse

Der Versuchsstand wird als offenes System unter nicht-sterilen Bedingungen betrieben. Deshalb
kann der Abbau des eingesetzten Ethanols durch konkurrierende Prozesse nicht verhindert wer-
den. Eine Unterdr¨uckung des konkurrierenden Abbaus w¨are auch bei einer Ethanol-Zugabe im
Feldeinsatz nicht m¨oglich.

Durch die gezielte Animpfung des Versuchsstandes mit einer Mischkultur, die keine methano-
genen Bakterien behaltet, konnte bislang die Methanogenese unterbunden werden. Die anderen
Konkurrenzreaktionen lassen sich folgendermaßen aus den in Tabelle 8.1 (S. 130) aufgef¨uhrten
Halbreaktionen kombinieren:

� Die Halbreaktionena + l ergeben die aerobe Acetogenese (Gl. 8.4.7). Dieser Prozess w¨are
unter voll aeroben Bedingungen gegen¨uber der aeroben Mineralisierung von Ethanol zu



8.4. Stimulierung der reduktiven Dechlorierung in einem Grundwasserversuchsstand147

CO2 und Wasser nachrangig. Da jedoch in der Redoxsequenz im Versuchsstand CO2 selbst
als Elektronenakzeptor dient, w¨urde netto die Acetogenese ¨uberwiegen.

� Die Halbreaktionenc + l ergeben die Acetogenese unter denitrifizierenden Bedingungen
(Gl. 8.4.8). Hierbei gelten dieselben Anmerkungen wie zur Sauerstoffzehrung.

� Die Halbreaktioneni + l ergeben eine Kombination von Sulfatreduktion und Acetogenese
(Gl. 8.4.9). Die Sulfatreduktion kann anhand der Messergebnisse in Tabelle 8.4 nachge-
wiesen werden. Es wird seitens der mikrobiologischen Partner vermutet, dass die Sulfat
reduzierenden Organismen in der vollst¨andig dechlorierenden Mischkultur Ethanol in mo-
lekularen Wasserstoff umwandeln, der anschließend von den dechlorierenden Mikroorga-
nismen genutzt werden kann [166].

� Die Halbreaktionenk + l ergeben die Homoacetogenese (Gl. 8.4.10). Homoacetogene Bak-
terien wurden ebenfalls in der Mischkultur nachgewiesen [166]. Allerdings ist die Be-
schränkung auf Essigs¨aure bzw. Acetat als Endprodukt strenggenommen nicht statthaft,
da noch weitere organische S¨auren wie Butters¨aure und Propions¨aure entstehen.

CH3CH2OH+ O2 *) CH3COOH+H2O (8.4.7)

5CH3CH2OH + 4H+ + 4NO�3 *) 5CH3COOH+ 7H2O + 2N2 (8.4.8)

2CH3CH2OH + SO2�
4

*) 2CH3COOH+ 2H2O + S2� (8.4.9)

2CH3CH2OH+ 2H+ + 2HCO�3 *) 3CH3COOH+ 2H2O (8.4.10)

CH3CH2OH + 2RCl+ H2O *) CH3COOH+ 2H+ + 2Cl� + 2RH (8.4.11)

Diese konkurrierenden Prozesse lassen sich nach unterschiedlichen Kriterien in Gruppen ein-
teilen. Als Unterscheidungskriterium kann zum Beispiel die inhibierende Wirkung der konkur-
rierenden Elektronenakzeptoren herbeigezogen werden. Die Dehalogenase vonDehalospirillum
multivoransist auf ein Redoxpotential< �110mV angewiesen [145]. Hieraus folgt, dass Sauer-
stoff und Nitrat die Dechlorierung schon bei sehr kleinen Konzentrationen hemmen k¨onnen. Dies
kann mit Hilfe der NERNST’schen Gleichung leicht gezeigt werden [158]:

E = E0 +
RT
νF

ln
[Ox]
[Red]

(8.4.12)

wobeiR die universelle Gaskonstante,T die absolute Temperatur,F die FARADAY -Konstante,ν
die Zahl der ¨ubertragenen Elektronen, [Ox] die Aktivit¨aten der oxidierten Stoffe und [Red] jene
der reduzierten darstellen. Mit den Redoxpotentialen aus Tabelle 8.1 erg¨aben sich somit Konzen-
trationen von 3�10�57 mol=l und 5�10�27 mol=l für Sauerstoff bzw. Nitrat. Das Redoxpotential
kann allerdings unterhalb einer gewissen Mindestkonzentration nicht mehr aus der Konzentration
eines einzigen Redoxpaares bestimmt werden. Als Inhibitionskonzentration muss entsprechend
eine zwar kleine, aber in Bezug auf die Rechengenauigkeit sinnvolle Konzentration eingesetzt
werden.

In hier nicht dargestellten Berechnungen wurden die beiden konkurrierenden Elektronenakzep-
toren Sauerstoff und Nitrat zusammengefasst und der Gruppe der anderen Elektronenakzeptoren
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bestehend aus Sulfat und DIC entgegengestellt, da letztgenannte Substanzen nicht inhibierend
wirken. In der Formulierung der konkurrierenden Prozesse wurde in diesem Modell f¨ur jeweils
eine Gruppe eine eigene Biomasse angenommen und die Kinetik des Abbaus und des mikrobiel-
len Wachstums mit Hilfe des Doppel-MONOD-Ansatzes (Gl. 3.4.23) beschrieben. Als praktisches
Problem ergab sich, dass die Inhibierungskonzentration des Sauerstoffs wegen der Forderung des
niedrigen Redoxpotentials so klein gew¨ahlt werden musste, dass ein Abbau auf diese niedrigen
Konzentrationen mit dem Doppel-MONOD Modell bei Annahme eines linearen Sterbeterms f¨ur
die aerobe Biomasse kaum m¨oglich war. Dieses Problem ergab sich aus der Beschr¨ankung der
Sauerstoffzehrung auf einen einzelnen aeroben, kinetischen Abbau. Im realen System wird der
Sauerstoff vollst¨andig reduziert, jedoch bei sehr niedrigen Konzentrationen nicht mehr von aero-
ben Organismen.

Wegen der dargestellten Probleme, und weil nach Einsch¨atzung der vorliegenden experimentellen
Daten ein inhibierend wirkender Restsauerstoffgehalt nicht vermutet wird, wird im Folgenden nur
noch von einem konkurrierenden Elektronenakzeptor ausgegangen, der nicht hemmend wirkt. Er
wird wegen des Vorherrschens des anorganischen Kohlenstoffs im Weiteren als DIC bezeichnet,
obwohl es sich tats¨achlich um mehrere konkurrierende Elektronenakzeptoren handelt.

Neben der Wirkung auf das Redoxpotential spielt f¨ur die Prozesssteuerung auch die versauernde
Wirkung einiger Konkurrenzreaktionen eine bedeutende Rolle. Mit Hilfe des Massenwirkungsge-
setzes kann das Verh¨altnis der Dissoziationsstufen als Funktion despH-Wertes errechnet werden
[158]:

Ka =
[Bs][H+]

[Sr]
(8.4.13)

wobeiKa die Säurekonstante, [Bs] die Basen- und [Sr] die S¨aureaktivitäten darstellen. MitpKa

wird der negative dekadische Logarithmus der S¨aurekonstanteKa bezeichnet. Einige ausgesuchte
pKa-Werte sind in Tabelle 8.5 aufgelistet.

Für die Berechnung despH-Werts bei vorgegebenen Gesamtkonzentrationen der wichtigsten
Säure-/Base-Paare m¨ussen die Puffergleichungen f¨ur alle Dissoziationsstufen, die Bilanzglei-
chungen f¨ur die Gesamtkonzentrationen sowie die Elektronenbilanz erf¨ullt sein. Es ist zu be-
merken, dass sich die Aktivit¨at [A] eines StoffesA von der KonzentrationcA durch den Akti-
vitätskoeffizientenγA unterscheidet:

[A] = γAcA (8.4.14)

Der Aktivitätskoeffizient ist eine Funktion der Ionenst¨arkeI :

I =
1
2∑

i
ciz

2
i (8.4.15)

wobeizi die Ladung des Ionsi mit der Konzentrationci darstellt. Der Aktivitätskoeffizientγi kann
mit der Gleichung von G̈UNTELBERG abgesch¨atzt werden [182]:

logγi = �0:5z2
i

p
I

1+
p

I
(8.4.16)
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Tabelle 8.5: pKa-Werte ausgew¨ahlter Säure-Base-Paare [158]

Säure Base pKa

HCl Cl� - 6.1

HNO3 NO�

3 -1.37

H2SO3 HSO�3 1.90

HSO�4 SO2�
4 1.96

H3PO4 H2PO�4 2.16

CH3COOH CH3COO� 4.75

CO2+H2O HCO�3 6.35

H2S HS� 6.99

HSO�

3 SO2�
3 7.20

H2PO�4 HPO2�
4 7.21

HCO�3 CO2�
3 10.33

HPO2�
4 PO3�

4 12.32

HS� S2� 12.89

Das Kohlendixid/Hydrogencarbonat/Bicarbonat-System ist zweiprotonig. Die Verteilung der Dis-
soziationssufen bei vorgegebenempH und vorgegebener Gesamtkonzentration ergibt sich durch
Einsetzen der zweiten Puffergleichung und der Bilanzgleichung in die erste Puffergleichung. Die
Berücksichtigung der Aktivit¨atskoeffizienten f¨uhrt zu einer weiteren R¨uckkopplung in der Be-
rechnung. Die Gleichungen lassen sich mit Hilfe kommerzielle Tabellenkalkulationsprogramme
lösen.

Für das entgaste Wasser ([DIC] = 3mmol=l , pH = 8.0) ergibt sich eine CO2-Konzentration von
6:02� 10�5 mol=l , eine Hydrogencarbonatkonzentration von 2:92� 10�3 mol=l und eine Bicar-
bonatkonzentration von 1:75� 10�5 mol=l . Bei der vorliegenden Ca2+-Konzentration von 1:5 �
10�3 mol=l liegt das Ionenaktivit¨atsprodukt von Ca2+ und Bicarbonat bei 1:36� 10�8 mol2=l2

und damit deutlich ¨uber dem L¨oslichkeitsprodukt von Calcit (3:8 �10�9 mol2=l2).

Für die Abschätzung despH-Werts aufgrund der betrachteten Konkurrenzreaktionen wird ange-
nommen, dass Ethanol im̈Uberschuss zugegeben wird und alle Reaktionen quantitativ verlaufen.
Je umgesetztes Molek¨ul DIC entstehen 1.5 Molek¨ule Essigs¨aure/Acetat. Je umgesetztes Sulfation
entstehen 2 Molek¨ule Essigs¨aure/Acetat und ein Molek¨ul Schwefelwasserstoff/Hydrogensulfid.
Wird Sulfit statt Sulfat zugegeben, so entstehen 1.5 Molek¨ule Essigs¨aure/Acetat und ein Molek¨ul
Schwefelwasserstoff/Hydrogensulfid.

Die Berechnung des sich ergebendenpH-Werts und der damit verbundenen Speziation der Pro-
dukte erfolgt unter Ber¨ucksichtigung der Puffer- und Bilanzgleichungen mit Hilfe des nicht-
linearen Gleichungsl¨osers in einem kommerziellen Tabellenkalkulationsprogramm.

Für die Bedingungen am Versuchsstand mit[DIC]ini = 3 mmol=l und [SO2�
4 ]ini = 0:3 mmol=l

sowiepHini = 8:0 ergibt sich ein End-pH-Wert von 5.08. Bei Zugabe von 3mmol=l Sulfat ergäbe
sich ein pH von 5.44. Es ist zu bemerken, dass am Versuchsstand 2 Monate nach Beginn der
Ethanol-Zugabe einpH am Auslauf von 5.7 gemessen wurde. Allerdings war zu diesem Zeitpunkt
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der anorganische Kohlenstoff noch nicht vollst¨andig umgesetzt.

Die Versauerung des Versuchsstands ist f¨ur die Dechlorierung insofern von Bedeutung, weil im
Labor unterpH-Werten von 6 eine fast vollst¨andige Inhibition festgestellt wurde [145]. Durch
Zugabe von 0.95mmol=l Sulfid wäre nach obigen Berechnungen eine Pufferung auf einen Wert
von 6.66 möglich. Es sollte jedoch darauf hingewiesen werden, dass diese Absch¨atzung ungenau
ist, weil weder F¨allungs- und Ausgasungsprozesse noch die Umwandlung von Ethanol zu anderen
organischen S¨auren ber¨ucksichtigt worden ist. Im̈Ubrigen wirkt die CKW-Dechlorierung selbst
(Gl. 8.4.11) versauernd, da pro abgespaltenem Chlorid-Ion ein Proton freigesetzt wird.

In der Formulierung des numerischen Modells werden gegenw¨artig keine pH-Berechnungen
durchgeführt. Entsprechend kann die Inhibition der Dechlorierung durch die Versauerung nicht
berücksichtigt werden.

8.4.6 Modellannahmen zur reduktiven Dechlorierung

Es wird angenommen, dass die vollst¨andige Dechlorierung von zwei Organismen durchgef¨uhrt
wird. Der erste,Dehalosprillum multivorans, baut PCE ¨uber TCE zu DCE ab. Die Dechlorierung
stellt für Dehalosprillum multivoransnachweislich einen metabolischen Prozess dar [145]. Der
Organismus ist gut charakterisiert [167, 145, 61, 135], wenngleich die kinetischen Parameter f¨ur
die Bedingungen, wie sie im Versuchsstand herrschen, noch nicht vollst¨andig abgesichert sind.
So wurden in den mikrobiologischen Laboruntersuchungen bislang N¨ahrmedien eingesetzt, die
im Versuchsstand keine Verwendung finden. Untersuchungen zum Einfluss der einzelnen Kom-
ponenten in diesen Medien werden gegenw¨artig von CLAUDIA WINDFUHR durchgeführt [196].

Die Annahme, dass die Dechlorierung von DCE ¨uber VC zu Ethen von einem einzigen Orga-
nismus durchgef¨uhrt wird, wurde bislang experimentell weder best¨atigt noch widerlegt [79]. Im
Modell wird für diesen Organismus eine Kopplung von Dechlorierung und Wachstum angenom-
men. Auch diese Annahme konnte anhand der experimentellen Untersuchungen mit der hoch-
angereicherten Mischkultur bislang nicht ¨uberprüft werden [79]. Die vorliegenden kinetischen
Daten beziehen sich auf die Gesamtbiomasse in der Mischkultur. Ferner wurden die Laborunter-
suchungen bei 30oC durchgef¨uhrt. Insofern weisen die im Modell eingesetzten Parameter hohe
Unsicherheiten auf.

Für beide Organismen wird eine Konkurrenz der beiden jeweils verwertbaren chlorierten Ethe-
ne um das reaktive Zentrum des Enzyms angenommen. Dies entspricht experimentellen Befun-
den von MARTINA EISENBEIS bezüglich Dehalosprillum multivorans[61, 168] und von SILKE

GRANZOW bezüglich der DCE-Mischkultur [79]. F¨ur die Homoacetogenese als Sammelprozess
unter Reduktion der konkurrierenden Elektronenakzeptoren wird ein Doppel-MONOD Ansatz
verwendet. Dies f¨uhrt zu folgenden Gleichungen f¨ur die Reaktionsraten:

r1 = r̃1
maxX1

cEtOH

(cEtOH+KEtOH)

cPCE�
cPCE+KPCE

�
1+

cTCE

KTCE

�� (8.4.17)

r2 = r̃2
maxX1

cEtOH

(cEtOH+KEtOH)

cTCE�
cTCE+KTCE

�
1+

cPCE

KPCE

�� (8.4.18)
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r3 = r̃3
maxX2

cEtOH

(cEtOH+KEtOH)

cDCE�
cDCE+KDCE

�
1+

cVC

KVC

�� (8.4.19)

r4 = r̃4
maxX2

cEtOH

(cEtOH+KEtOH)

cVC�
cVC+KVC

�
1+

cDCE

KDCE

�� (8.4.20)

rac = r̃ac
maxXac

cEtOH

(cEtOH+KEtOH)

cCO2

(cCO2 +KCO2)
(8.4.21)

rEtOH = � r1

Ydeh
EtOH

� r2

Ydeh
EtOH

� r3

Ydeh
EtOH

� r4

Ydeh
EtOH

� rac

Yac
EtOH

(8.4.22)

rPCE = � r1 rTCE = r1 � r2 rDCE = r2 � r3 rVC = r3 � r4

rETH = r4 rCO2 = � rac
(8.4.23)

∂X1

∂t
=

r1

Y1
X

+
r2

Y2
X

� k1
decX1

∂X2

∂t
=

r3

Y3
X

+
r4

Y4
X

� k2
decX2

∂Xac

∂t
=

rac

Yac
� kac

decXaer

(8.4.24)

Hierbei stellenr1 : : : rac die Reaktionsgeschwindigkeiten f¨ur die vier Dechlorierungsschritte und
die Homoacetogenese dar. Die Reaktionsgeschwindigkeiten beziehen sich auf den Umsatz des je-
weiligen Akzeptors. MitXi werden Biomassekonzentrationen inmgProtein prol Wasser bezeich-
net. Die zugeh¨origen Sterberaten sind alski

dec angegeben.Ki undYi bezeichnen den MONOD-
Koeffizienten und den st¨ochiometrischen Koeffizienten (bzw. die Verwertungsrate im Fall von
Biomassen) f¨ur die Substanzi.

Im Gegensatz zu den Untersuchungen in Abschnitt 8.3 sieht die Modellformulierung eine Gleich-
gewichtssorption gem¨aß demKOC fOC-Konzept vor. Diese Vereinfachung ist bei den betrachteten
Simulationszeitr¨aumen von 100-200 Tagen zul¨assig. Sie f¨uhrt unter Verwendung von Retarda-
tionskoeffizienten zu einem wesentlich kleineren Gleichungssystem, das entsprechend schneller
gelöst werden kann. Da bei Versuchen mit den eingesetzten Substraten ohne Animpfung der Bak-
terien kein Einfluss der Sorption festgestellt wurde, wird bei den folgenden Modellberechnungen
die Sorption g¨anzlich vernachl¨assigt. Es ist zu bemerken, dass sich die Sorptionseigenschaften der
Behälterfüllung infolge des Stimulierungsexperimentes ver¨andert haben k¨onnen. Die Parameter
für die Modellberechnungen sind in Tabelle 8.6 aufgelistet.

Die Km-Werte für PCE und TCE sowie die maximalen Umsatzraten f¨ur die ersten beiden De-
chlorierungsschritte beruhen auf Messungen mitDehalospirillum multivoransbei 10oC in einem
Batchversuch [196]. F¨ur die hochangereicherte Mischkultur liegen lediglich Daten bei 30oC vor.
Die Km-Werte für DCE und VC beruhen auf diesen Messergebnissen [79], die maximalen Um-
satzraten stellen hingegen eine Extrapolation der Werte auf niedrigere Temperaturen dar. Der
Km-Wert für Ethanol ist an Untersuchungen ¨uber Sulfat reduzierende Mikroorganismen orien-
tiert [89]. Die Verwertungsraten liegen im Bereich der gemessenen Werte f¨ur Dehalospirillum
multivorans[145].

Es liegen keine Messdaten zu den Sterberaten vor. W¨ahrend der Wert von 0.1=d im Bereich
dessen liegt, was beim aeroben Schadstoffabbau angenommen wird, orientiert sich der Wert von
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Tabelle 8.6: Reaktive Parameter f¨ur die Berechnungen zum Grundwasserversuchsstand

Substanzbezogene Parameter

EtOH PCE TCE DCE VC CO 2

Km [µmol=l ] 150 0.4 1.0 1.0 3.0 10

Reaktionsbezogene Parameter

Dechlo 1 Dechlo 2 Dechlo 3 Dechlo 4 ac

r̃max [µmol=(mg s)] 1:6 �10�3 2:5 �10�3 1:6 �10�4 2:5 �10�4 0.01

YEtOH [�] 0.5 0.5 0.5 0.5 1.0

YX [mg=µmol] 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001

Biomassebezogene Parameter

X1 X2 Xac

kdec [1=d] 0.1 0.01 0.1

0:01=d für den DCE dechlorierenden Organismus daran, dass bei optimaler Versorgung ein Netto-
Wachstum m¨oglich sein muss. Da die maximalen Umsatzraten f¨ur die Dechlorierung von DCE
über VC zu Ethen als sehr klein angenommen wird, muss auch die Sterberate klein gew¨ahlt wer-
den. Es erscheint allerdings fragw¨urdig, ob ein derartig langsamer Prozess ¨uberhaupt als Ener-
giequelle für das mikrobielle Wachstum genutzt werden kann. Sollte es sich bei der DCE- und
VC-Dechlorierung dagegen um einen cometabolischen Prozess handeln, m¨usste für eine Model-
lierung des Prozesses zun¨achst gekl¨art werden, welcher Stoff das prim¨are Substrat darstellt.

8.4.7 Rechnerische Vorhersage zum Experiment

Für die im Folgenden dargestellten Simulationsergebnisse werden die hydraulischen Randbedin-
gungen des Versuches ¨ubernommen. Der Durchfluss der Grundstr¨omung betr¨agt 70ml=min, der-
jenige der PCE-Zugabe 10ml=min. Es werden 20mmol=l Ethanol mit der Grundstr¨omung zuge-
geben. Die Konzentration von PCE in dem punktf¨ormig zugegebenen Wasser betr¨agt 800µmol=l
und die DIC-Konzentration 3mmol=l .

Die Anfangsbiomasse betr¨agt für alle Biomassen 10�3 mg=l . Die Anfangskonzentration im ge-
samten Versuchsstand betr¨agt für Ethanol 20mmol=l , für die anderen gel¨osten Stoffe 0µmol=l .
Die Berechnungen werden auf einem stromlinienorientierten Netz mit 18320 Elementen durch-
geführt (siehe Abb. 8.14).

Abb. 8.14: Stromlinienorientiertes Netz zur Berechnung des Experiments im Grundwasserversuchs-
stand.

Abb. 8.15 zeigt die errechnete Verteilung der Ethenderivate nach 100 Tagen Versuchsbetrieb, Abb.
8.16 jene nach 200 Tagen. Die Verteilung von Ethanol und den konkurrierenden Elektronenak-
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zeptoren ist in Abb. 8.17, die der Biomassen in Abb. 8.18 und Abb. 8.19 dargestellt. Die zeitlichen
Entwicklungen der Gesamtmassen ist in Abb. 8.20 und Abb. 8.21 aufgetragen.

Abb. 8.15: Numerische Modellierung des Experiments im Versuchsstand. Konzentrationsverteilung der
Ethenderivate nach 100 Tagen.

Abb. 8.15 zeigt, dass der PCE-Abbau innerhalb der ersten 100 Tage stark limitiert ist. Die Konzen-
trationen des ersten Abbauprodukts TCE sind um ¨uber eine Gr¨oßenordnung niedriger als diejeni-
gen des Ausgangsschadstoffes, die Konzentrationen von DCE liegen um weitere zwei Gr¨oßenord-
nungen niedriger. Die Annahme der Substratkonkurrenz f¨uhrt im Zusammenspiel mit den kleinen
MONOD-Koeffizienten für PCE und TCE dazu, dass DCE nur in Bereichen mit niedriger PCE-
Konzentration gebildet wird. Dies entspricht den Laborbefunden bei 10oC.

Weil kaum DCE vorliegt, kann auch kaum VC und Ethen gebildet werden. Die errechneten Kon-
zentrationen im nano- bis femptomolaren Bereich w¨aren mit den gebr¨auchlichen Methoden der
chemischen Analytik nicht nachweisbar. Die niedrigen Konzentrationen verwundern nicht, da
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Abb. 8.16: Numerische Modellierung des Experiments im Versuchsstand. Konzentrationsverteilung der
Ethenderivate nach 200 Tagen.



8.4. Stimulierung der reduktiven Dechlorierung in einem Grundwasserversuchsstand155

nicht genug DCE vorliegt, um das Wachstum der zweiten dechlorierenden Kultur zu stimulieren.

Die Situation ver¨andert sich qualitativ im Zeitraum zwischen 100 und 200 Tagen nach Simulati-
onsbeginn, zumindest sofern es die Verteilung der h¨oherchlorierten Ethene betrifft. Dies wird in
Abb. 8.16 verdeutlicht. Die PCE-Fahne reicht nunmehr nur noch bis zum zweiten hoch durchl¨assi-
gen Block, TCE tritt nur intermedi¨ar auf, und bis zum Abflussrand kann eine vollst¨andige Um-
setzung zu DCE beobachtet werden.

Hieraus folgert, dass im Zeitraum bis 100 Tage (siehe Abb. 8.15) die niedrige Konzentration des
ersten dechlorierenden Organismusses limitierend wirkt. Die Fokussierung der Str¨omung in den
hoch durchlässigen Bereichen bewirkt, eine gute Durchmischung von PCE und Ethanol. Entspre-
chend bestehen gute Bedingungen f¨ur das Wachstum der ersten dechlorierenden Kultur. Dieses ist
jedoch durch vergleichsweise niedrige maximale Umsatzraten beschr¨ankt, sodass ein vollst¨andi-
ger Abbau zu DCE erst nach etwa 200 Tagen auftritt.

Für die zweite dechlorierende Kultur sind die Ausgangsbedingungen sehr viel schlechter. Zu Be-
ginn der Simulation liegt das Ausgangssubstrat DCE noch gar nicht vor. Bis eine ausreichend
hohe DCE-Konzentration erreicht wird, stirbt die Biomasse f¨ur die DCE-Dechlorierung ab. Zwar
verbessert sich die Versorgung mit DCE im Verlauf der Stimulierung, aber selbst bei optima-
ler Versorgung kann wegen der geringen maximalen Umsatzrate nur ein sehr langsamer Aufbau
der Biomasse und damit eine verst¨arkte Bildung von VC und Ethen erfolgen. Deshalb liegen die
letztgenannten Konzentrationen auch nach 200 Tagen noch in einem nicht messbaren Bereich.

Das Ziel einer vollst¨andigen Dechlorierung wird nach diesen Berechnungsergebnissen bei dem
gewählten Durchfluss und in dem betrachteten Zeitraum verfehlt.

Abb. 8.17: Numerische Modellierung des Experiments im Versuchsstand. Konzentrationsverteilung von
Ethanol und des konkurrierenden Elektronenakzeptors nach 100 Tagen.

Die Verteilung des Ethanol- und Carbonatkonzentrationen nach 100 Tagen sind in Abb. 8.17 dar-
gestellt. Die nicht dargestellten Konzentrationen nach 200 Tagen sind praktisch identisch zu denen
nach 100 Tagen. Abb. 8.17 zeigt, dass Ethanol mit Ausnahme des direkten Umfeldes der PCE-
Einleitung im gesamten Versuchsstand in ausreichender Konzentration vorliegt. Im Abstrom der
punktförmigen Einleitung verbleibt ein Ethanol-Defizit. Angesichts der sehr hohen Konzentration
in der Grundstr¨omung reicht jedoch die Querdurchmischung im ersten hochdurchl¨assigen Block
zur Ethanol-Versorgung aus. Es ist zu bemerken, dass Ethanol imÜberschuss zugegeben wird.
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Selbst wenn die Ethanolkonzentration ¨ortlich nur 1% der Zugabekonzentration von 20000µmol=l
beträgt, so wird bei demKm-Wert von 150µmol=l die Reaktionsrate nur auf 57% des Maximal-
wertes reduziert.

Der gelöste Kohlenstoff ger¨at entlang der Grenzstromlinie mit dem Ethanol in Kontakt und wird
hier verbraucht. Im ersten hochdurchl¨assigen Block erfolgt der Abbau bis auf eine Restkonzen-
tration, unterhalb derer kein mikrobielles Wachstum mehr m¨oglich ist.

Abb. 8.18: Numerische Modellierung des Experiments im Versuchsstand. Verteilung der Biomassen
nach 100 Tagen.

Abb. 8.18 und Abb. 8.19 zeigen die Verteilung der mikrobiellen Aktivit¨aten nach 100 bzw. 200
Tagen. Die homoacetogene Biomasse konzentriert sich auf die Grenzstromlinie zwischen dem
Einleitungspunkt und dem ersten hochdurchl¨assigen Block. Aus der gew¨ahlten Isoflächendarstel-
lung geht nicht hervor, dass die errechneten Biomassen f¨ur die Homoacetogenese im Bereich des
ersten hochdurchl¨assigen Blocks unrealistisch hoch sind. Dies ergibt sich aus den hohen DIC-
und EtOH-Konzentrationen. F¨ur eine realistischere Berechnung k¨onnte eine Begrenzung der ace-
togenen Biomasse durch die Einf¨uhrung einer maximalen Biomasse gem¨aß (Gl. 3.4.26) sinnvoll
sein [205].

Die Biomasse vonDehalospirillum multivoransentwickelt sich prinzipiell im Gesamtgebiet ent-
lang den Grenzstromlinien. Interessanterweise verst¨arkt sich diese Konzentrierung im Zeitraum
zwischen 100 und 200 Tagen. Bei h¨oheren Umsatzraten, wie sie nach 200 Tagen errechnet wer-
den, sind die Effekte der mangelnden Durchmischung st¨arker als bei niedrigeren Umsatzraten.
Zum betrachteten Zeitpunkt ist die Biomasse noch im Nettowachstum begriffen. Im Berech-
nungszeitraum treten im unterstromigen Bereich noch keine Limitierungen durch mangelnde
PCE-Versorgung auf. Dies kann sich bei anhaltendem Wachstum im weiteren Verlauf ¨andern.

Die Biomasseverteilung des anderen dechlorierenden Organismusses wird deutlich von einer Net-
toabnahme gepr¨agt. Die Anfangsbiomasse von 10�3 mg=l ist im Gesamtgebiet unterschritten. Nur
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Abb. 8.19: Numerische Modellierung des Experiments im Versuchsstand. Verteilung der Biomassen
nach 200 Tagen.

in bestimmten Bereichen, in denen DCE aus der mikrobiellen Aktivit¨at vonDehalospirillum mul-
tivoransentstanden ist, ist die Abnahme der Biomasse schw¨acher. Aber auch hier wird kein Net-
towachstum erreicht. Es ist zu bemerken, dass die Sterberate f¨ur diesen Organismus mit 0:01=d
bereits sehr klein angesetzt ist. Da realistische Sterberaten sogar noch h¨oher liegen, k¨onnen die
Simulationsergebnisse so bewertet werden, dass keinÜberleben des Organismusses zu erwarten
ist.

Abb. 8.20 zeigt die zeitliche Entwicklung der Gesamtmassen im Versuchsstand in halblogarithmi-
scher Auftragung. Die Ethanol-Masse ver¨andert sich trotz reaktiver Prozesse kaum, weil Ethanol
im Überschuss zugegeben wird. F¨ur den gel¨osten anorganischen Kohlenstoff ergibt sich zun¨achst
eine Zunahme infolge der Einleitung. Durch das Anwachsen der homoacetogenen Biomasse
nimmt die Masse jedoch wieder ab. Nach etwa 20 Tagen hat sich die DIC-Masse stabilisiert.

Die exponentielle Zunahme der TCE- und DCE-Masse spiegelt das Wachstum der Biomasse wi-
der. Substratbegrenzungen durch PCE oder Ethanol liegen im Betrachtungszeitraum nicht vor.
Nach etwa 160 Tagen nimmt die TCE-Masse wieder ab. Dies ist darauf zur¨uckzuführen, dass sich
die DCE-Bildung auf Bereiche mit sehr niedriger PCE-Konzentration beschr¨ankt. Diese Berei-
che vergr¨oßern sich von den Randbereichen der Fahne und dem Abflussbereich aus beginnend.
Entsprechend schrumpft nach anf¨anglichem Wachstum die TCE-Fahne auf einen kleineren Zwi-
schenbereich zwischen PCE- und DCE-Fahne zusammen.

Die VC- und Ethen-Massen nehmen zwar zun¨achst exponentiell zu, aber auf einem sehr viel nied-
rigeren Niveau. Die Ethen-Masse nimmt sogar nach etwa 120 Tagen ab. Dies ist darauf zur¨uck-
zuführen, dass die Bildung von Ethen durch DCE gehemmt wird. Die DCE-Konzentration nimmt
jedoch in der zweiten H¨alfte der simulierten Zeit noch stark zu. Erst wenn die zweite Biomasse so
stark angewachsen ist, dass DCE vollst¨andig zu VC umgesetzt werden kann, ist eine signifikante
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Abb. 8.20: Numerische Modellierung des Experiments im Versuchsstand. Entwicklung der Gesamtmas-
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massen im Versuchsstand.
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Zunahme der Ethen-Masse zu erwarten.

Die Entwicklung der Biomassen, wie sie in Abb. 8.21 dargestellt ist, entspricht den Erkl¨arungen
für die Massen der gel¨osten Stoffe. Die homoacetogene Biomasse w¨achstüber einen Zeitraum
von etwa 2 Wochen exponentiell an und erreicht nach circa 50 Tagen den station¨aren Zustand.
Nach etwa 16 Tagen beginnt ein anhaltendes exponentielles Wachstum des OrganismussesDe-
halosprillum multivorans. Die Gesamtmasse des zweiten dechlorierenden Organismusses nimmt
dagegen in den ersten 150 Tagen best¨andig ab und stabilisiert sich dann auf sehr niedrigem Ni-
veau. Ein sehr langwieriges Anwachsen im weiteren Verlauf der Simulation w¨are zu erwarten.

8.4.8 Vergleich mit Messergebnissen

Abb. 8.22 zeigt gemessenen Konzentrationen von PCE, TCE und DCE am 1.Juli 1997 (222 Ta-
ge nach Versuchsbeginn). VC und Ethen konnten nicht detektiert werden. Obwohl 140 Proben
im Versuchsstand entnommen wurden, kann die Schadstofffahne nicht l¨uckenlos dokumentiert
werden. In der Messreihe 1.25mverläuft sie offensichtlich zwischen zwei Messpunkten.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.35

0.7

PCE [µmol/l]: 2.00E+01 6.00E+01 1.00E+02 1.40E+02 1.80E+02

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.35

0.7

TCE [µmol/l]: 2.00E+01 6.00E+01 1.00E+02 1.40E+02 1.80E+02

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.35

0.7

DCE [µmol/l]: 2.00E+01 6.00E+01 1.00E+02 1.40E+02 1.80E+02

Abb. 8.22: Stimulierung der Dechlorierung von PCE im Versuchsstand. Gemessene Konzentrationsver-
teilung der Ethenderivate nach 222 Tagen.

Im Gegensatz zu den Berechnungen (siehe Abb. 8.16) kann ein ausgedehnter Bereich ausgemacht
werden, in dem TCE gegen¨uber DCEüberwiegt. Ferner ist die DCE-Fahne nicht durchg¨angig.
Offensichtlich verläuft die Stimulierung vonDehalosprillum multivoransschlechter als mit dem
numerischen Modell vorhergesagt.

Dies kann im Wesentlichen auf die pH-Bedingungen im Versuchsstand zur¨uckgeführt werden. In
Abb. 8.23 sind neben den gemessenen Ethanol-Konzentrationen auch die erfassten pH-Werte auf-
getragen. Im Zentrum der Fahne liegt der pH unter 5.6. Bei einer derartigen Versauerung tritt eine
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Hemmung der Dechlorierung auf, die sich zun¨achst in Form einer formal st¨arkeren Hemmung der
TCE-Reduktion durch die Anwesenheit von PCE bemerkbar macht [166].
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Abb. 8.23: Stimulierung der Dechlorierung von PCE im Versuchsstand. Gemessene Verteilungen der
Ethanol-Konzentration und des pH-Wertes nach 222 Tagen.

Ergänzend ist zu bemerken, dass die in Abschnitt 8.4.5 aufgestellte Annahme, bei der Homoa-
cetogenese w¨urde Essigs¨aure entstehen, experimentell nicht best¨atigt werden konnte. Durch den
starken Ethanol-̈Uberschuss wird Essigs¨aure zu Butter-, Capron- und Capryls¨aure weiterreduziert.
Dieser Stoffwechsel ist bei mangelnder Versorgung mit Elektronenakzeptoren typisch f¨u Chlostri-
dien [165], die unter anderem in der Mischkultur nachgewiesen werden konnten [196]. Als Kon-
sequenz ergibt sich, dass ein noch h¨oherer Ethanol-̈Uberschuss zugegeben werden muss, um eine
Versorgung mit Ethanol in der Schadstofffahne zu erreichen. Es muss jedoch hinterfragt werden,
ob unter nat¨urlichen Bedingungen mit st¨arker diversifizierten Mischkulturen eine Stimulierung
der Dechlorierung nicht auch mit Butters¨aure erreicht werden kann.

8.4.9 Diskussion des Testfalls

Die dargestellten Berechnungen unterliegen einer starken Unsicherheit. Konzeptionell ist nicht
geklärt, ob die Dechlorierung von DCE ¨uber VC zu Ethen einen metabolischen Prozess darstellt,
der von einem einzelnen Organismus durchgef¨uhrt wird. Diese Modellannahme ist bei der gege-
benen Datenlage spekulativ.

Die Hemmung der Dechlorierung durch niedrigepH-Werte ist aus Labormessungen bekannt
[145] und wurde im Versuchsstand best¨atigt. Diese Effekte sind jedoch bislang nicht im nume-
rischen Modell ber¨ucksichtigt. Eine Erweiterung des Modells um diesen Aspekt erscheint ange-
sichts der beobachteten Versauerung im Versuchsstand w¨unschenswert.

Die Modellparameter beruhen auf Labormessungen in vollst¨andig durchmischten Systemen. Die
meisten Untersuchungen wurden bei 30oC durchgef¨uhrt. Die Untersuchungen mitDehalospi-
rillum multivoransbei 10oC zeigen eine Reduktion der maximalen Umsatzraten auf 50% des
Wertes bei 30oC und dar¨uberhinaus sehr viel kleinereKm-Werte [196]. Diese Parameter wer-
den in den dargestellten Berechnungen verwendet, sind jedoch noch nicht abgesichert. In nicht
dargestellten Berechnungen wurden auch die Parameter eingesetzt, die bei den h¨oheren Tempe-
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raturen ermittelt wurden [34]. Diese Berechnungen ergaben, dass die vollst¨andige Dechlorierung
im Versuchsstand m¨oglich ist. Insofern ist eine weitere Absicherung der Parameter auch f¨ur die
qualitative Aussagekraft der Berechnungen notwendig.

Bei den Labormessungen wurden anaerobe Medien eingesetzt, die sowohl einenpH-Puffer als
auch eine weite Palette von Mikron¨ahrstoffen beinhalten. Derin-situ Einsatz derartiger Medien
scheidet u.a. aus Kostengr¨unden aus. Es ist jedoch bislang nicht gekl¨art, welche der Bestandteile
in dem Medium für die Dechlorierung notwendig sind.

Neben dem Einfluss durch die eingesetzten Zusatzstoffe ergeben sich Unterschiede zwischen dem
Versuchsstand und den Laboruntersuchungen auch aus der aktiven Durchmischung in den Labor-
systemen. Einerseits gew¨ahrleistet die Durchmischung im Laborsystem die Verf¨ugbarkeit aller
Substrate und Cosubstrate. Andererseits k¨onnen sich in einer Sandpackung Mikromilieus ausbil-
den, die die Organismen z.B. vor der Versauerung sch¨utzen. Insofern w¨aren Laboruntersuchungen
in Festbettreaktoren f¨ur dieÜbertragung der Ergebnisse auf den Versuchsstand g¨unstiger als Bat-
chreaktoren.

Es besteht eine hohe Parameterunsicherheit in der Beschreibung der Prozesse, die im Labor nicht
untersucht wurden. Dies betrifft einerseits den konkurrierenden Ethanol-Verbrauch durch die Re-
duktion anderer Elektronenakzeptoren und andererseits die Sterberaten der Biomassen.

Trotz der genannten Einschr¨ankungen k¨onnen folgende qualitative Aussagen aus den Berechnun-
gen gefolgert werden:

� Bei den gew¨ahlten Parametern kann keine schnelle Stimulierung der Dechlorierung erreicht
werden. Das Ziel der vollst¨andigen Dechlorierung wird innerhalb von 200 Tagen verfehlt.

� Die Durchmischung von PCE und Ethanol stellt keine Limitierung dar. Dies ist einerseits
darauf zur¨uckzuführen, dass in den hochdurchl¨assigen Bl¨ocken ein verst¨arkter transversaler
Austausch stattfindet. Andererseits reicht angesichts des hohen Ethanol-Überschusses auch
ein schwacher Transversalaustausch aus. Bei einem h¨oheren Volumenstrom f¨ur die PCE-
Zugabe und der damit verbundenen breiteren Fahne w¨are mit einer Limitierung zu rechnen.

� Eine Berücksichtigung weiterer Einflussgr¨oßen z.B. durch Modellierung despH-Regimes
wäre wünschenswert.

8.4.10 Ausblick zu den Experimenten im Versuchsstand

Zum gegenw¨artigen Zeitpunkt kann ein quantitativer Vergleich zwischen den Ergebnissen aus den
Berechnungen und den Messungen noch nicht vorgenommen werden. Das Reaktionsverhalten im
Versuchsstand ist so stark durch die Versauerung beeintr¨achtigt, dass die im Labor ermittelten
kinetischen Parameter nicht ¨ubertragen werden k¨onnen. Hierzu soll im Experiment versucht wer-
den, denpH-Wert durch Zugabe puffernder Substanzen in die Grundstr¨omung auf Werte zwi-
schen 6.0 und 7.0 einzustellen. Gleichzeitig erscheint es w¨unschenswert, das numerische Modell
zu erweitern, sodass daspH-Regime und sein Einfluss auf die reduktive Dechlorierung mitbe-
rechnet werden.

Im Weiteren soll gekl¨art werden, ob sich die hydraulischen Eigenschaften der Beh¨alterfüllung
infolge der mikrobiellen Aktivität verändern. Dieser Aspekt wird wesentlicher Bestandteil der
Dissertation von GERHARD BISCH sein [11].
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Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

Im Folgenden werden die wichtigsten Ergebnisse der vorliegenden Arbeit und die sich daraus
ergebenden Konsequenzen zusammenfassend aufgef¨uhrt.

Auswahl geeigneter numerischer Verfahren

Im Zusammenhang mit der Simulation des reaktiven Stofftransports ist f¨ur die Simulation der
Grundwasserstr¨omung die korrekte Approximation des Geschwindigkeitsfeldes von entschei-
dender Bedeutung. Insbesondere erfordert die Simulation heterogener Grundwasserleiter, dass
durch die Mittelung der Materialeigenschaften keine Verschmierung des Geschwindigkeitsfeldes
erfolgt. Die Methode der gemischt-hybriden Finiten Elemente ist bez¨uglich des Geschwindig-
keitsfeldes gegen¨uber der Standard-FEM ¨uberlegen. Allerdings approximiert sie die Piezome-
terhöhe nicht als stetige Funktion. Deshalb wurde in dieser Arbeit das Geschwindigkeitsfeld mit
der gemischt-hybriden FEM, das Pseudopotentialfeld dagegen mit der Standard-FEM ermittelt.

Während für die Simulation von Grundwasserst¨anden die Verwendung einer stetigen Approxima-
tion physikalisch sinnvoll erscheint, k¨onnen im reaktiven Transport scharfe Konzentrationsfronten
auftreten, die besser mit einer diskontinuierlichen Verteilung approximiert werden k¨onnen. Des-
wegen wird für den Transport einer FVM-Diskretisierung gegen¨uber einer FEM-Diskretisierung
der Vorzug gegeben.

Im Gegensatz zum konservativen Transport erfordert der reaktive Transport ein Monotonie erhal-
tendes Diskretisierungsverfahren, da negative Konzentrationen zu Instabilit¨aten bei der Berech-
nung der reaktiven Prozesse f¨uhren. Die gleichzeitige Forderung nach Minimierung der k¨unstli-
chen Diffusion kann von EULER’schen Verfahren nur erf¨ullt werden, wenn sie nicht-linear sind
(GODUNOV-Theorem [122]). In diese Klasse EULER’scher Verfahren geh¨oren die verwendete
FCT-Methode und die verwendeteslope limiterMethode.

Die Untersuchungen zum reaktiven Transport zeigen einen starken Einfluss der Netzorientierung
auf die berechneten Reaktionsraten, wenn die reaktiven Prozesse von der Querdurchmischung
limitiert werden (siehe Abschnitt 7.2). Als wesentliche Ursache f¨ur die künstliche Diffusion, die
durch nicht an der Str¨omung ausgerichtete Netze verursacht wird, wurde das Unverm¨ogen, die
Grenzstromlinie wiederzugeben, identifiziert.

Die vorgestellte Methode zur Erzeugung stromlinienorientierter Netze basiert auf der lokalen Er-
mittlung und Auswertung der Stromfunktion. Dies erm¨oglicht eine einfache Ber¨ucksichtigung
von Brunnen. Der Netzgenerator ermittelt Staupunkte und erh¨alt Grenzstromlinien im generier-
ten Netz. F¨ur schwacheBrunnen wurde einead-hocLösung zur Lokalisierung des Staupunk-
tes gewählt (siehe Abb. 6.5). Der Netzgenerator ist bislang auf zweidimensionale Anwendungen
beschränkt. Eine Erweiterung auf dreidimensionale Fragestellungen ist grunds¨atzlich möglich
[132]. Die Beschr¨ankung auf station¨are Strömungsfelder kann hingegen prinzipiell nicht ¨uber-
wunden werden.
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Vergleich zwischen Reaktionsprozessen in durchmischten Systemen und im
Grundwasser

In technischen Bioreaktoren ist die Durchmischung der Substrate weitgehend gew¨ahrleistet. Die
mikrobiellen Umsatzraten in diesen Systemen werden im Wesentlichen von der mikrobiellen Ki-
netik sowie vom Stoff¨ubergangsverhalten der Substrate bestimmt. Im Gegensatz hierzu liegt im
Grundwasser eine Limitierung durch die Durchmischung der Substrate vor.

In Strömungsrichtung wird die Durchmischung der Stoffe im Wesentlichen durch ihr Stoff¨uber-
gangsverhalten bestimmt. Sowohl Unterschiede in der St¨arke der Sorption () chromatographi-
scher Effekt) als auch die Sorptionskinetik k¨onnen zur Durchmischung beitragen. F¨ur den mehr-
stufigen Abbau eines Schadstoffes kann die im Vergleich zum Ausgangsschadstoff erh¨ohte Mo-
bilit ät eines Metaboliten die Stimulierung des vollst¨andigen Abbaus erschweren (siehe Abschnitt
8.3).

Quer zur Str¨omungsrichtung wirkt unter station¨aren Strömungsbedingungen ausschließlich die
hydrodynamische Dispersion als Durchmischungsprozess. Dies kann eine starke Limitierung der
mikrobiellen Aktivität bewirken (siehe Abschnitt 7.2).

Vergleich der Wirkung von Heterogenitäten auf den konservativen und den
reaktiven Transport

Für die Stimulierung der mikrobiellen Aktivit¨at ist die Durchmischung der Substrate im Maßstab
der Mikroorganismen notwendig. In der vorliegenden Arbeit wird davon ausgegangen, dass die
Beschreibung der Durchmischung im Maßstab des repr¨asentativen Elementarvolumens (REV) er-
folgen kann. Die Durchmischung in diesem Maßstab ist sehr viel kleiner als die Makrodispersion.
Letztere beschreibt im Wesentlichen die Unsicherheit in der Lokalisierung eines gel¨osten Stoffes
infolge der Ungleichf¨ormigkeit des por¨osen Mediums.

Es wurde für verschiedene Makrodispersionsmodelle ¨uberprüft, ob sie zur Vorhersage des reakti-
ven Transportverhaltens eingesetzt werden k¨onnen, wenn ausschließlich integrale Informationen
zum konservativen Transport vorliegen. Hierbei f¨uhrte sowohl das FICK’sche Makrodispersions-
modell als auch der Zwei-Bereiche-Ansatz zu qualitativ falschen Vorhersagen, da sie keine Unter-
scheidung zwischen Makrodispersion und lokaler Durchmischung erm¨oglichen. Mit dem stocha-
stischen Stromr¨ohrenmodell konnten hingegen gute Ergebnisse bei einer quasi-eindimensionalen
Fragestellung erzielt werden (siehe Abschnitt 7.1).

Wenn Quermischungsprozesse das Reaktionsverhalten limitieren, scheidet das stochastische Strom-
röhrenmodell als Homogenisierungsansatz aus. Mit Hilfe einer effektiven Querdispersivit¨at, die
auf der Auswertung des durchflussgewichteten Tracerprofils beruht, konnten gute Vorhersagen
zum reaktiven Verhalten getroffen werden (siehe Abschnitt 7.2).

Insbesondere die letztgenannten Untersuchungen w¨aren ohne den Einsatz der neu entwickelten
numerischen Methoden nicht m¨oglich gewesen. Die entwickelten Methoden bieten damit die
Möglichkeit, weitere numerische Untersuchungen zum Einfluss der Heterogenit¨at auf die loka-
le Durchmischung durchzuf¨uhren. Theoretische Ans¨atze der stochastischen Str¨omungsmechanik
sind dem Autor zumindest f¨ur die Querdurchmischung nicht bekannt. Der Autor sieht in diesem
Bereich weiteren Forschungsbedarf, u.a. weil der in Abschnitt 7.2 entwickelte Ansatz zur Er-



164 Kapitel 9: Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

mittlung einer effektiven Querdispersivit¨at auf der Auswertung von Daten beruht, die bei einer
Feldanwendung im Allgemeinen nicht vorl¨agen.

Anwendbarkeit der entwickelten Methoden

Die Anwendbarkeit der entwickelten Methoden auf die Vorhersage und Auswertung von Messda-
ten zum reaktiven Mehrkomponententransport wird im Wesentlichen durch die hohen Unsicher-
heiten in der Beschreibung der reaktiven Prozesse begrenzt. W¨ahrend sich in der Hydraulik die
Unsicherheit auf die Bestimmung der Parameter beschr¨ankt, bestehen bei den reaktiven Prozessen
zum Teil konzeptionelle Unsicherheiten.

Bei der Anwendung auf die reduktive Dechlorierung von Tetrachlorethen in einem Grundwasser-
Versuchsstand (Abschnitt 8.4) ist beispielsweise nicht gekl¨art, ob die Dechlorierung von Dichlo-
rethen zu Ethen von einem einzelnen Organismus durchgef¨uhrt wird und ob es sich um einen
metabolischen oder cometabolischen Prozess handelt. Die eingesetzten Parameter beruhen zum
Teil auf der Auswertung von Versuchen, die unter Bedingungen durchgef¨uhrt wurden, die sich
von jenen im Grundwasserversuchsstand unterscheiden.

Die genannten Unsicherheiten lassen sich nur begrenzt ¨uberwinden. Mikrobiologische Untersu-
chungen, insbesondere unter anaeroben Bedingungen, sind aufwendig und m¨ussen zwangsl¨aufig
unter Bedingungen durchgef¨uhrt werden, die sich von der Feldsituation unterscheiden. Die ver-
gleichsweise einfachen Konzepte, auf denen die mathematische Beschreibung und Auswertung
der Versuche beruhen, k¨onnen die Komplexit¨at von Lebewesen nur begrenzt widergeben. Ande-
rerseits können die notwendigen Parameter f¨ur komplexere Modellans¨atze nicht eindeutig ermit-
telt werden.

Die entwickelten Methoden zur Simulation des reaktiven Mehrkomponententransports minimie-
ren den Einfluss von numerischen Fehlern auf die Simulationsergebnisse. Dadurch wird ein zu-
verlässiges Instrumentarium zur Verf¨ugung gestellt, um Laborversuche mitin-situExperimenten
zu vergleichen. Dies stellt einen wesentlichen Fortschritt gegen¨uber der Verwendung von Stan-
dard-Diskretisierungsmethoden dar.
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[87] R. Helmig. Einführung in die numerischen Methoden der Hydromechanik. Mitteilungen des Insti-
tuts f̈ur Wasserbau der Universität Stuttgart, Band 86. Eigenverlag, Pfaffenwaldring 61, D-70550
Stuttgart, Germany, 1996.

[88] R. Helmig.Multiphase flow and transport processes in the subsurface.Environmental Engineering.
Springer, Heidelberg, 1997.

[89] C.M. Hensgens, J. Vonck, J. van Beeumen, E.F. van Bruggen & T.A. Hansen. Purification and
characterization of an oxygen-labile, NAD-dependent alcohol dehydrogenase from Desulfovibrio
gigas.J. Bacteriol., 175(10):2859–2863, 1993.

[90] M. Herr. Grundlagen der hydraulischen Sanierung verunreinigter Porengrundwasserleiter. Mittei-
lungen des Instituts für Wasserbau der Universität Stuttgart, Band 63. Eigenverlag, Pfaffenwaldring
61, D-70550 Stuttgart, Germany, 1987.

[91] R.G. Hills, K.A. Fisher, M.R. Kirkland & P.J. Wierenga. Application of flux-corrected transport to
the Las Cruces Trench site.Water Res. Res., 30(8):2377–2385, 1994.

[92] A.C. Hindmarsh. GEAR: Ordinary differential equation system solver, revision 3. Technischer
Bericht UCID-30001, Lawrence Livermore National Laboratory, California, U.S.A., 1974.

[93] C. Hirsch.Computational methods for inviscid and viscous flows. Numerical computation of internal
and external flows, Band 2. Wiley & Sons, New York, 1990.

[94] C. Holliger, G. Schraa, A.J.M. Stams & A.J.B. Zehnder. A highly purified enrichment culture
that couples the reductive dechlorination of Tetrachloroethene to growth.Appl. Env. Microbiol.,
59(9):2991–2997, 1993.

[95] G.D. Hopkins, L. Semprini & P.L. McCarty. Microcosm and in situ field studies of enhanced
biotransformation of trichloroethylene by phenol-utilizing microorganisms.Appl. Environ. Micro-
biol., 59(7):2227–2285, 1993.

[96] E.-D. Hornig. Experimentelle Bestimmung von L¨angs- und Querdispersivit¨aten. Diplomarbeit,
Universität Stuttgart, Institut f¨ur Wasserbau, Pfaffenwaldring 61, D-70550 Stuttgart, Germany, 1996.

[97] A. Hossain & M.Y. Corapcioglu. Modelling primary substrate controlled biotransformation and
transport of halogenated aliphatics in porous media.Transp. Por. Med., 24:203–220, 1996.

[98] T.J.R. Hughes.The Finite Element Method.Prentice-Hall Inc., Englewood Cliffs, New Jersey, 1987.

[99] T.J.R. Hughes, L.P. Franca & G.M. Hulbert. A new Finite Element formulation for computational
fluid dynamics: VIII. The Galerkin/Least-Squares method for advective-diffusive equations.Com-
put. Meth. Appl. Mech. Eng., 73:173–189, 1989.

[100] T.J.R. Hughes, M. Mallet & A. Mizukami. A new Finite Element formulation for computational
fluid dynamics: II. Beyond SUPG.Comput. Meth. Appl. Mech. Eng., 54:341–355, 1986.

[101] P.S. Huyakorn & G.F. Pinder.Computational methods in subsurface flow.Academic Publishers,
New York, 1983.

[102] P. Indelman. Upscaling of permability of anisotropic heterogeneous formations : 3. Applications.
Water Res. Res., 29(4):934–943, 1993.

[103] P. Indelman & G. Dagan. Upscaling of permability of anisotropic heterogeneous formations : 1. The
general framework.Water Res. Res., 29(4):917–923, 1993.

[104] P. Indelman & G. Dagan. Upscaling of permability of anisotropic heterogeneous formations : 2.
General structure and small perturbation analysis.Water Res. Res., 29(4):925–933, 1993.



Literaturverzeichnis 171

[105] Jandel scientific software.SigmaPlot - scientific graphing software: Transforms & curve fitting.,
1994.

[106] W.W. MacNab Jr & T.N. Narasimhan. Modeling reactive transport of organic compounds in ground-
water using a partial redox disequilibrium approach.Water Res. Res., 30(9):2619–2635, 1994.

[107] J.J. Kaluarachchi & J. Morshed. Critical assessment of the operator-splitting technique in solving
the advection-dispersion-reaction equation: 1. First-order reaction.Adv. Water Res., 18(2):89–100,
1995.

[108] S.W. Karickhoff, D.S. Brown & T.A. Scott. Sorption of hydrophobic pollutants on natural sediments.
Water Res., 13:241–248, 1979.

[109] J.S. Kindred & M.A. Celia. Contaminant transport and biodegradation: 2. Conceptual model and
test simulations.Water Res. Res., 25(6):1149–1159, 1989.

[110] W. Kinzelbach.Numerische Methoden zur Modellierung des Transports von Schadstoffen im Grund-
wasser. Schriftenreihe gwf Wasser - Abwasser, Band 21. R. Oldenbourg Verlag, M¨unchen, 1992.

[111] W. Kinzelbach, W. Sch¨afer & J. Herzer. Numerical modeling of natural and enhanced denitrification
processes in aquifers.Water Res. Res., 27(6):1123–1135, 1991.

[112] C. Knorr & T.v.Schell (Hrsg.).Mikrobieller Schadstoffabbau. Vieweg Verlag, Braunschweig, 1997.

[113] H. Kobus. Groundwater and subsurface remediation: research strategies for in-situ technologies.,
Kapitel The role of large-scale experiments in groundwater and subsurface remediation research:
The VEGAS concept and approach., S. 1–18. Environmental Engineering. Springer, Berlin, 1996.

[114] H. Kobus, O. Cirpka, B. Barczewski & H.-P. Koschitzky.Versuchseinrichtung zur Grundwasser-
und Altlastensanierung VEGAS, Konzeption und Programmrahmen. Mitteilungen des Instituts für
Wasserbau der Universität Stuttgart, Band 82. Eigenverlag, Pfaffenwaldring 61, D-70550 Stuttgart,
Germany, 1993.

[115] H. Kobus, G. Sch¨afer, K.-H. Spitz & M. Herr. Schadstoffe im Grundwasser. Band 1 : Wärme und
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