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Teil 1

Modellierung von
Mehrphasenprozessen



Vortrag 1

Physikalische Grundlagen der
Modellierung von
Mehrphasenstromungen in
porosen Medien

AUSGEARBEITET VON ASTRID PIERINGER.

Grundwasservorrite sind die wichtigste Quelle zur Trinkwassergewinnung
in Deutschland. Das Hydrosystem Untergrund ist durch eine Vielzahl von
Schadstoffen gefdhrdet, die z.B. aus undichten Deponien, lecken Tanks und
Kanilen stammen oder durch Unfille freigesetzt werden. Viele herkémmliche
Stromungs- und Transportmodelle beschreiben die Ausbreitung von Wasser
und darin gelosten Komponenten. Einige Substanzklassen, die in der Indu-
strie verwendet werden, sind jedoch nicht in Wasser 16slich und bilden eigene
Phasen. Zur Beschreibung des Ausbreitungsverhaltens dieser Mehrphasensy-
steme miissen neue Modelle entwickelt werden, die nach ihrer Kalibrierung
Anwendung in der Vorhersage und Sanierungsplanung finden kénnen. Diese
Vortragsreihe widmet sich dem Themenbereich der Modellierung von Mehr-
phasenstromungen in pordsen Medien und stellt neben den theoretischen
Grundlagen einige wichtige Aspekte der mathematischen und numerischen
Modellierung vor.
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Der erste Vortrag behandelt die Grundlagen fiir die Modellierung von
Mehrphasenstromungen in porosen Medien. Fiir das weitere Verstéandnis im
Laufe der Vortragsreihe miissen eine Reihe von Begriffen definiert und einige
physikalische Phdnomene erldutert werden.

1.1 Fluidphasen

In den hier behandelten Mehrphasensystemen liegen neben Wasser noch wei-
tere Fluidphasen vor.

Definition 1.1 Fluidphasen sind in sich homogene, d.h. physikalisch gleich-
artige Bereiche von Fluidkontinua. Einzelne Phasen sind durch scharfe Grenz-
flichen voneinander getrennt.

Voraussetzung fiir die Bildung unterschiedlicher Fluidphasen ist, dass die
Fluide auf der Mikroskala nicht mischbar sind. Zwei Fliissigkeiten mit un-
terschiedlichen physikalischen Eigenschaften (z.B. hydrophob und hydrophil)
konnen somit unterschiedliche Phasen bilden. Es gibt jedoch nur eine Gas-
phase, da Gase miteinander immer mischbar sind.

In der ungeséttigten Zone des Untergrundes werden in der Regel drei
Fluidphasen betrachtet:

e Wissrige Phase
e NAPL (Non Aqueous Phase Liquids)
e Gasphase (Bodenluft)

Mit NAPL werden Fliissigkeiten bezeichnet, die nicht mit Wasser mischbar
sind. Hierzu gehoren viele organische Verbindungen, die als Schadstoffe in
den Untergrund gelangen kénnen. Bekannte Beispiele sind Mineraléle und
chlorierte Kohlenwasserstoffe (CKW).

In dieser Vortragsreihe wollen wir uns im wesentlichen auf die geséttig-
te Bodenzone beschrinken und deshalb nur zwischen wéssriger Phase als
benetzender Phase und NAPL als nicht-benetzender Phase unterscheiden.
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1.2 Poroses Medium

Untersucht werden hier nur Ausbreitungsvorgéinge in Bereichen des Unter-
grundes, die sich als portses Medium klassifizieren lassen.

Definition 1.2 FEin poroses Medium ist ein von Hohlriumen durchsetzter
Festkérper. Die Hohlrdume stehen zumaindest teilweise untereinander in Ver-
bindung.

Die dreidimensionale Struktur eines solchen Mediums ist &uflerst komplex
und kann nicht im Detail erfasst werden. Eine Beschreibung der Stromung
mit den NAVIER-STOKES-Gleichungen ist aus diesem Grund nicht moglich.
Fiir die Modellierung beschreibt man den Porenraum des Untergrunds des-
halb mit makroskopischen Groéfien. Wir fithren die Porositédt ¢ ein, die den
Hohlraumanteil am Gesamtvolumen angibt:

Porenvolumen

" Gesamtvolumen (1.1)
Tatséchlich wird nur ein Teil des Hohlraums durchflossen. Wasser ist unter
anderem an Bodenteilchen gebunden oder steht in sogenannten dead-end-
pores (,Sackgassen*). Die effektive Porositét ist somit geringer als der Hohl-
raumanteil.

Bei mehreren Fluidphasen gibt man die Porositéten ¢, der einzelnen Pha-
sen « an. Diese entsprechen dem Hohlraum, der der Phase a bezogen auf das
Gesamtvolumen zur Verfiigung steht:

Porenvolumen von der Phase a eingenommen

Go = (1.2)

Gesamtvolumen

Bei der Einfithrung der Porositit erfolgt der Ubergang von einer mikrosko-
pischen Betrachtung des Untergrunds auf Porenebene zu einer Betrachtung
im makroskopischen Mafistab. Das pordose Medium wird als Kontinuum be-
schrieben. Zur Uberfithrung des diskreten physikalischen Modells der Materie
in das phdanomenologische Materiemodell des Kontinuums erfolgt eine Mitte-
lung iiber die Hohlraumgeometrie im sogenannten Reprdsentativen Elemen-
tarvolumen (REV) [1]. Es wird postuliert, dass ein solches existiert und somit
der Hohlraumanteil in einem bestimmten Bereich unabhéngig von der Gréfie
des Mittelungsvolumens ist. Dies ist der Fall, wenn Gesteinskornchen und
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Hohlrdume jeweils statistisch gleich verteilt sind [3]. Bei Mittelung iiber Vo-
lumina kleiner als das REV treten starke Fluktuationen bei der Porositét auf,
je nachdem, ob das Volumen im Bereich einer Pore oder eines Gesteinskorn-
chens gewihlt wird. Auch bei Volumina grofler als das REV kann durch
groffraumige Inhomogenitidten wieder eine Abhéngigkeit der Porositdt von
der GroBe des Mittelungsvolumens auftreten (siche Abbildung [LT]).

Betrachtung als Betrachtung als
pordses Medium : pordses Medium
nicht moglich == —= mdoglich

Porositat
1
inhomogenes
Medium
n
AN
homogenes
Medium
0
Vo =REV Volumen

Abbildung 1.1: Definition des REV am Beispiel der Porositéit ¢ [6]

Beim Ubergang zum Kontinuumsmodell entstehen neben der Porositit
noch weitere Grofien, die auf dem Mafstab einzelner Poren nicht existieren.
Im Rahmen dieses Vortrags wird noch auf die Séttigung S und die Permea-
bilitdt K eingegangen.

1.3 Kapillardruck - Mikroskopische Kapilla-
ritit

Eine sehr wichtige Grofle zur Beschreibung von Mehrphasenstromungen stellt
der Kapillardruck dar. Da die folgenden Betrachtungen auf dem Skalenniveau
einzelner Poren erfolgen, wird auch die Bezeichnung mikroskopische Kapil-
laritdat verwendet. Der Kapillardruck p.is ist definiert als Druckdifferenz, die
sich zwischen zwei aneinandergrenzenden Fluidphasen 1 und 2 einstellt:

Pe12 = P2 — P1- (1.3)
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Der Drucksprung an der Fluidgrenzfliche geht zuriick auf die Oberflachen-
spannung, die von molekularen Kréften in (Kohésion) und zwischen (Adhési-
on) den Phasen verursacht wird.

In Poren des pordsen Mediums grenzen mit den beiden nicht mischba-
ren Fluiden und der Festkorpermatrix bis zu drei Phasen aneinander. Zwi-
schen der Grenzfliche der beteiligten Fluide und der Porenwand stellt sich
ein Grenzwinkel « ein, dessen Groéfle von den Stoffeigenschaften der betei-
ligten Phasen anhéngig ist (siehe Abbildung [[2)). Die Fluidphase mit dem
spitzen Winkel wird als benetzende Phase bezeichnet. Dies ist in der Regel
die wassrige Phase. Die andere Phase, in der Fluidgrenzflache und Porenwand
einen stumpfen Winkel einschliefen, erhélt die Bezeichnung nicht-benetzende
Phase (z.B. NAPL).

Abbildung 1.2: Grenzflichenelement und Kapillarrohre [5]

In einer Pore mit kreisformigem Querschnitt bildet sich auf Grund der
erlauterten Kapillareffekte eine gewolbte Grenzfliche aus, die sich so einstellt,
dass die Energie des Systems ein Minimum annimmt [5].

Die Laplace-Gleichung formuliert die Abhéngigkeit des Kapillardrucks
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von den Stoffeigenschaften und der Porengeometrie:

1 1 4019 cOs
. _ A0y cosa 1.4
Pc12 = 012 ('r’m—i_'r’y> ] (1.4)

Hierbei steht oy, fiir die Oberflichenspannung zwischen den Fluiden 1 und
2, rp und ry fir die Kriimmungsradien der Grenzflache und d fiir den Poren-
durchmesser (siehe Abbildung [[.2)).

Gleichung (I.4]) zeigt, dass der Kapillardruck bei gegebenen Stoffeigen-
schaften indirekt proportional zum Porendurchmesser ist. Daraus kann man
ableiten, dass sich Wasser als benetzende Phase bei Verdrangungsvorgéingen
durch nicht-benetzende Fluide in immer schmalere Poren zuriickzieht. Damit
einher geht ein Anstieg des Kapillardrucks. Beim umgekehrten Vorgang, d.h.
dem Zufiihren von Wasser in ein Mehrphasensystem, dringt Wasser nach und
nach in immer groflere Poren vor. Der Kapillardruck nimmt ab [5].

1.4 Sattigung - Makroskopische Kapillaritit

Die Sattigung S wurde bereits als makroskopische Groéfle eingeordnet. Fiir
die Sattigung S, der Fluidphase a gilt:

_ %a
S

Die Sattigung S, ist somit der relative Anteil des Porenvolumens, der von
der Phase « erfiillt wird.

In einem Mehrphasensystem besteht eine grundlegende Beziehung zwi-
schen Sattigung und Kapillardruck. Eine Vergréflerung der Wasserséttigung
Sy fiithrt dazu, dass groflere Poren mit Wasser befiillt werden. Nach der
Laplace-Gleichung (L4) fithrt dies zum Absinken des Kapillardrucks. Eine
Verkleinerung der Wasserséttigung und somit das Verdringen des Wassers
in kleinere Poren ruft dagegen einen Anstieg des Kapillardrucks hervor.

Sa (1.5)

Fiir die Kapillardruck-Séttigungs-Beziehung p.(Sy,) wurden verschiede-
ne Parametrisierungen entwickelt: BROOKS und COREY (1964) [2], VAN
GENUCHTEN (1980) [4]. Den qualitativen Verlauf von p.(Sy) zeigt Abbil-
dung [.3l Die verwendeten Parameter sind aus der Abbildung ersichtlich,
werden aber in diesem Vortrag nicht ndher erldutert.
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10 .
! \ Van Genuchten:
‘.\ n=4.37
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& \\\ o = 37
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Abbildung 1.3: Kapillardruck-Séttigungs-Beziehung p.(Sy) nach BROOKS-
CoREY und VAN GENUCHTEN [5]
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1.5 Durchliassikeitsbeiwert und Permeabilitiat

Der Durchlassigkeitsbeiwert K¢ — im allgemeinen Fall ein Tensor 2. Stufe — ist
ebenfalls eine makroskopische Grofle. Er gibt an, wie gut das porése Medium
fiir ein bestimmtes Fluid durchgingig ist und driickt somit Zéahigkeits- und
Adhésionseffekte aus.

K; ldsst sich in fluidunabhéngige und fluidabhéngige Groflien zerlegen.
Fiir Einphasenstromungen gilt:

K =2K. (1.6)
i
p ist die Dichte des Fluids, p die dynamische Viskositdat des Fluids und g
die Erdbeschleunigung. K steht fiir die intrinsische Permeabilitéit, die aus-
schliellich eine Funktion des porésen Mediums ist.
Fiir Mehrphasenstromungen muss Gleichung ((LG) formuliert werden als:

Ko = ka2 K. (1.7)
Gleichung ([L6) und Gleichung (7)) unterscheiden sich durch den dimensi-
onslosen Faktor k., der als relative Permeabilitat bezeichnet wird und Werte
zwischen 0 und 1 annehmen kann. Liegen im porésen Medium zwei Fluidpha-
sen nebeneinander vor, verringert sich die Durchléssigkeit fiir das eine Fluid
durch die Anwesenheit des anderen. Dem triagt die relative Permeabilitéit
Rechnung.

k.o ist eine Funktion der Séttigung. Bei Riickkehr auf die Mikroskala
wird dies sofort deutlich. Liegen Kapillardruckeffekte vor, besetzt die nicht-
benetzende Phase die groflieren Poren und verdréangt die benetztende Phase
in kleinere Porenkanile (siche Gleichung (L4])). Insbesondere die Stromung
der benetzenden Phase wird dadurch behindert. Thre Fliewege verlangern
sich. Je grofler die Sattigung der nicht-benetzenden Phase, desto schwieriger
wird es also fiir die benetzende Phase, der die HauptflieBwege nicht mehr
zur Verfiigung stehen, einen Weg durch das porése Medium zu finden (siehe
Abbildung [T4).

Fiir die relative Permeabilitits-Sattigungs-Beziehung k., (S, ) wurden wie
fir p.(Sy) parametrisierte Ansétze entwickelt: BROOKS und COREY (1964)
[2], VAN GENUCHTEN (1980) [4]. Abbildung [[.5] zeigt beide Modelle fiir ein
Zwei-Phasen-System. Die verwendeten Parameter sind aus der Abbildung
ersichtlich.
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phase (w)
C] non-wetting
phase (n)

Abbildung 1.4: Dreiphasensystem (benetzende Phase (w), nicht-benetzende
Phase (n) und Bodenmatrix) auf der Mikroskala [5]

1.0 \ \ \
Van Genuchten:
— 0.8 n=4.37
oy m=.77
i «=.37
5
8 0.6 Brooks-Corey:
E A=2
nq"_g P,=2
o 04 Su=1
=
=
c
— Van G
0.2 —— Brooks-Corey
0.0 __——

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
Sattigung [-]

Abbildung 1.5: Relative-Permeabilitits-Sattigungs-Beziehung k., (Sy) nach
BROOKS-COREY und VAN GENUCHTEN [5]
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Vortrag 2

Mathematische Modellierung
von Mehrphasenstromungen in
porosen Medien

AUSGEARBEITET VON IRIS PFLIEGER.

In diesem Kapitel werden Mehrphasenstromungen mathematisch modelliert.
Aus der allgemeinen Bilanzgleichung wird die Kontinuitétsgleichung herge-
leitet und anschlielend die Mehrphasenstromungsdifferentialgleichung.

2.1 Allgemeine Voraussetzungen und Annah-
men

Bei der mathematischen Modellierung von Flielvorgingen werden im Vorfeld
einige erleichternde Annahmen getroffen. Im vorliegenden Fall handelt es sich
um die Folgenden:

e Zu jeder Zeit und an jedem Punkt des REV (Représentatives Elementa-
res Kontrollvolumen) herrscht ein lokales thermodynamisches Gleichge-
wicht. Dieses Gleichgewicht setzt sich aus drei Gleichgewichtszustdnden
zusamimen:

16
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— Thermisches Gleichgewicht:
Das System hat an jedem Punkt die gleiche Temperatur 7, = T'
(d.h. die Temperatur der Phase « ist gleich der Temperatur des
gesamten Systems).

— Mechanisches Gleichgewicht:
An den Phasengrenzen ist der Druck gleich. In porésen Medien fin-
det an den Phasengrenzen eine Druckdnderung statt. Diese wird
mit Hilfe des Kapillardruckes beriicksichtigt, so dass ein mechani-
sches Gleichgewicht angenommen werden kann.

— Chemisches Gleichgewicht:
Die Phasen befinden sich hinsichtlich des Stoffaustausches in ei-
nem Gleichgewichtszustand.

e Fluidphasen sind untereinander makroskopisch reibungsfrei. Beim Mit-
telungsprozess entfillt die Haftreibung; diese fliefit in die Permeabilitét
ein.

e Trigheitskrifte sind vernachléssigbar.
o AuBere Krifte sind zeitlich konstant.

e Die Festphase ist ein Starrkorper; d.h. sie bewegt sich nicht und &ndert
ihr Volumen nicht.

Im Folgenden unterscheiden wir

e [ntensive Grdfien:
Zustandsgrofien, die sich bei der Zerlegung eines ausgeglichenen und
abgeschlossenen Systems nicht &ndern, wie Temperatur, Druck, Dichte.

e Fatensive Grifien:
Zustandsgroflen, die sich bei der Zerlegung des Systems dndern, wie
Volumen, Energie, Entropie, und deren Gréflie man durch Summation
iiber die einzelnen Teile des Systems gewinnt.

Weiterhin finden unsere Betrachtungen bezogen auf das feste Koordinatensy-
stem (¢, 7) € RT x R? (Euler’sches Koordinatensystem, der Beobachter steht
auBerhalb des Systems) statt. Daraus ergibt sich, dass das Kontrollvolumen
zeitlich und rdumlich unverédndert bleibt.
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2.2 Reynolds’sches Transporttheorem

Das REYNOLDS’sche Transporttheorem beschreibt die zeitliche Verdnderung
einer extensiven Grofle. Hierzu betrachtet man eine zeitabhéngige extensive
GroBe iiber einem Gebiet G(t)

B(t) = / e(x, 1) dG. 2.1)

G(t)

Hierbei kann E(t) z.B die Masse oder Energie als Integral iiber die Massen-
bzw. Energiedichte e(x,t) (intensive Grofe) sein. Mit Hilfe der Uberlegung,
dass sich E(t) nur dann dndert, wenn sich entweder die intensive Grofie e(z, t)
oder der Integrationsbereich dndert, kommt man zu folgender Gleichung (oh-
ne Beweis)

o . B+ At)—-E(t) [ Oe /
E(t) = Al?ilo A7 = | 5 dG + (ve)ndo. (2.2)
G(t) oG (t)

Das erste Integral beschreibt die zeitliche Verdnderung der intensiven Grofle.
Das zweite Integral beschreibt den Einfluss durch die Verédnderung des Inte-
grationsbereiches. v steht fiir die Geschwindigkeit, mit der sich die Integra-
tionsgrenzen ausbreiten, und n steht fiir den duleren Normalenvektor.

Mit Hilfe des GAusS’schen Integralsatzes

/ (ve)ndo = / div (ve) dG (2.3)
oG G

kann das Oberflichenintegral in ein Volumenintegral iiberfithrt werden. Da-
mit ergibt sich fiir das REYNOLDS 'sche Transporttheorem

E(t) = % / edG = / [%Miv (Ve)} dG. (2.4)

G(t) G(t)

2.3 Allgemeine Bilanzgleichung

Wir betrachten ein System G mit einer Zustandsvariablen

E(t) = /e(m,t)dG. (2.5)

G(?)
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Die Zustandsvariable beschreibt den Zustand des Systems zum Zeitpunkt
t > tg. Mit E(tg) = Ey wird der Anfangszustand des Systems bezeichnet.

Wirken in einem System keine dufleren Einfliisse, so kann sich die Zu-
standsvariable zeitlich nicht &ndern, d.h. Masse, Impuls und Energie bleiben
erhalten und koénnen nicht iiber die Systemgrenzen hinaus verloren gehen.
Man erhélt daher folgende allgemein giiltige Erhaltungsgleichung

CB)= / e(z,t)dG = 0. (26)

G(t)
Wirken nun duflere Einfliisse (z.B. Flichen- oder Volumenkraft) auf das
System G ein, so muss zu einer Bilanzgleichung iibergegangen werden

%/e(m,t}dG: /r(:v,t)dG— / w(z, t)n(z,t)do. (2.7)
G(t)

G(t) 8G(1)

J/ J/

Vv vV
Term 1 Term 2

Term 1 ist ein Volumenintegral und bewertet eine Griéfle, die an jedem Punkt
wirkt, z.B. die Erdanziehungskraft. Term 2 hingegen ist ein Oberflicheninte-
gral. Es beschreibt die Verédnderung der Zustandsgréfie dadurch, dass unter-
schiedliche Erhaltungsgrofien iiber die Oberfliche in das System hineinkom-
men, z.B. Energie durch anliegende Warmestromdichte. Wenn etwas iiber
die Oberfliche in das System eindringt, geschieht das entgegengesetzt zu der
Richtung des d&ufleren Normalenvektors. Daher ist dieser mit einem negativen
Vorzeichen versehen. Dadurch wird das, was in das System eintritt, positiv
gewertet. Die Einheit von r(z,t) ist die der Erhaltungsgrofie pro Zeit pro
Volumeneinheit und die Einheit von w(z,t) ist die der Erhaltungsgréfie pro
Zeit pro Oberflacheneinheit.

Wendet man das REYNOLDS’sche Transporttheorem auf die Gleichung
an, kann die linke Seite in folgender Form geschrieben werden

0

/ [a—j + div (Ve)} dG = / rdG + w (—n) do. (2.8)
G(t) G(t) aG(t)

Auf der linken Seite wird nun das Integral auseinander gezogen und der

GAUss’sche Integralsatz angewandt, um das Volumenintegral in ein Ober-
flichenintegral zu iiberfithren. Man erhélt die allgemeine Bilanzgleichung

de dG = / rdG — / (ve + w) ndo. (2.9)
ot ——
el0) a(t) oG(t)  =F
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F beschreibt den ein- oder austretenden Fluss iiber die Oberfliche 0G(t). F
setzt sich zusammen aus:

e konvektivem Fluss Fx = ve,
e diffusiv-dispersivem Fluss Fp = w.

Durch erneutes Anwenden des GAUSss’schen Integralsatzes erhélt man die
integrale Form der Bilanzgleichung

/ [% + div (F) — r} dG = 0. (2.10)
G(t)
Die allgemeine Bilanzgleichung gilt fiir beliebige Gebiete GG. Bei stetigem

Integranden kann daher zur Bilanzgleichung in differentieller Form iiberge-
gangen werden

0
%€ 4 div(F) —r = 0. (2.11)
ot

Bei diesem Ubergang wurde die Stetigkeit von %, divF und r(x,t) gefor-

dert. Diese Stetigkeitsforderung kann unter bestimmten Umstédnden verletzt
sein, z.B. durch Spriinge der Permeabilitdt an den Phasengrenzen. In sol-
chen Féllen wird GG in Teilgebiete zerlegt, in denen die Stetigkeitsforderung
hinreichend erfiillt ist, und zusétzlich werden Sprungbedingungen an den
Unstetigkeitsstellen formuliert.

2.4 Kontinuitidtsgleichung je Phase

Die Kontinuitétsgleichung wird aus der Bilanz iiber die Fluidmasse m, her-
geleitet. Die Fluidmasse (extensive Grofie) kann als Volumenintegral {iber
die Massendichte p (intensive GroBe) ausgedriickt werden. Die Porositdt ¢
beriicksichtigt, dass nur ein Teil des Volumens von G mit Fluid gefiillt ist

E=mg= [ ¢pdG. (2.12)
/

Der diffusiv-dispersiv wirkende Massenstrom w wird bei der folgenden Bilan-
zierung nicht weiter untersucht, da der mittlere Fluidmassenstrom sehr viel
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grofler ist als die Abweichung von diesem Mittel. Nach der Euler’schen Be-
trachtungsweise lasst sich die allgemeine Kontinuitdtsgleichung formulieren

Opp . :
/ {W +div(gpva) — 7| dG =0 mit = pg. (2.13)
G

q bezeichnet die Volumenquelldichte mit der Einheit m*/m3s = 1/s. pg wird als
Massenquelldichte bezeichnet mit der Einheit k&/m3s. Ist » > 0, handelt es sich
um eine Quelle und im Fall » < 0 um eine Senke. v, steht fiir die mittlere
effektive FlieBgeschwindigkeit oder auch Abstandsgeschwindigkeit genannt.

Wird der Porenraum durch mehrere Phasen ausgefiillt, so spricht man
von einem Mehrphasensystem.

Der Herleitung der vorherigen Gleichung folgend erhélt man eine Be-
schreibung fiir ein Mehrphasensystem, indem man fiir jede Phase « die Kon-
tinuitatsgleichung aufstellt. Dabei wird die Porositéat ¢ durch ¢, ersetzt, da
die Phase « nicht den gesamten Porenraum ausfiillt. Die Kontinuitdtsglei-
chung fiir ein Mehrphasensystem hat damit folgende Form

a oo .
/ [ ¢8tp + div(¢apaVaa) — Pala| dG = 0. (2.14)
G

Aus Abschnitt [.4] des vorherigen Vortrages ist

_ %a

Sa
¢

(2.15)
bekannt.

Aus dem Zusammenhang zwischen der Abstandsgeschwindigkeit sowie
DARCY’s Flieigeschwindigkeit (auch Filtergeschwindigkeit genannt) und der
effektiven Porositét

\% Va
Vo = —, bzw. vy, = —
Pa

¢
ergibt sich die Kontinuititsgleichung je Phase «

(2.16)

/ [% + div(pava) — pada| dG = 0. (2.17)
G
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Hier kann mit derselben Argumentation wie bei der Bilanzgleichung zu der
differentiellen Form der Kontinuititsgleichung je Phase o iibergegangen wer-
den

O(Sadpa)

ot
—

Term 1

+div(pava) — Pada = 0. (2.18)

Mit Hilfe der Produktregel wird Term 1 differenziert:

I(Sadpa) 0pa 19J0) oS,
—_——— N N ——

I 11 111

Dabei tritt ein Speicher- (I), ein Korngeriist- (II) und ein Séttigungsterm
(IIT) auf. Die ersten beiden Terme beriicksichtigen die Kompressibilitdt des
Fluides und des Korngeriistes. Die Speicherung der Phase a durch Anderung
des Sattigungsgrades wird durch Term IIT ausgedriickt. Dieser tritt nur in
Mehrphasensystemen auf.

Letztendlich erhélt man folgende Form der Kontinuitétsgleichung je Pha-
se «

0 0S, .
¢ + gzﬁpaﬁ + div(pava) — paga = 0. (2.20)

0pa
Saqbﬁ + Sapaa

2.5 Flieflgesetz von Darcy

Es gibt zwei Moglichkeiten, um das Fliegesetz von DARCY zu erhalten.
Zum einen experimentell und zum anderen durch Herleitung, ausgehend von
der Navier-Stokes-Gleichung. Letztere Moglichkeit wird hier nicht behandelt,
da hierfiir einige Annahmen iiber das System getroffen werden miissen, die
jedoch die Eignung und Anwendbarkeit von DARCY’s Gesetz einschrénken.

2.5.1 Erweiterung des Fliefligesetzes fiir Mehrphasen-
stromungen
Eine grofle Anzahl von Experimenten hat gezeigt, dass sich die Filterge-

schwindigkeit fiir die Phase o in porésen Medien mit dem erweiterten DAR-
CY-Gesetz beschreiben lédsst

1
Va = _,u_Koz (gradpa - pag> : (221)

(e}
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Dabei ist p, die dynamische Viskositéit mit der Einheit k&/ms. Mit Hilfe der
relativen Permeabilitat k,, lasst sich die Permeabilitidt der Phase a mit der
fluidunabhéngigen Permeabilitit K in Beziehung setzen

K, = k.K. (2.22)

Die relative Permeabilitét k., wird in Messungen bestimmt. Weiterhin wird
die Mobilitdt A, der Phase « eingefiihrt

k?"a
Ag = .
[la

(2.23)

Diese Beziehungen werden in Gleichung (2.21)) eingesetzt, und damit erhilt
man folgendes Fliefigesetz von Darcy fiir ein Mehrphasensystem

Vo = _)‘aK (gradpa - pozg) : (224)

2.6 Typeinteilung von linearen partiellen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung
Definition 2.1 Als lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung

bezeichnet man eine Differentialgleichung im R™, in der die zweiten Ablei-
tungen linear auftreten.

Allgemein lassen sich lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung wie
folgt darstellen:

" 0%u

A F = 0: 2.2
];1 e axjaxk+ (z,u, Vu) = 0; (2.25)
g,_/

linearer Hauptteil

mit der symmetrischen Koeffizientenmatrix A:

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass die Eigenwerte einer symmetri-
schen Matrix reell sind. Daher kann die Klassifikation nach den Vorzeichen
der Eigenwerte der Koeffizientenmatrix erfolgen.
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Definition 2.2
e Die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung heifst elliptisch im Punkt
x € Q2 CR", falls alle Eigenwerte das gleiche Vorzeichen haben.

e Die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung heifit hyperbolisch im
Punkt x € Q C R", falls ein Eigenwert negativ und (n—1) Figenwerte
positiv sind oder ein Figenwert positiv und (n — 1) Eigenwerte negativ
sind.

e Die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung heifft parabolisch im
Punkt x € @ C R", falls ein Figenwert gleich Null ist und die an-
deren (n — 1) Figenwerte das gleiche Vorzeichen haben.

Beispiele fiir partielle Differentialgleichungen 2. Ord-
nung

e Laplace-Gleichung

n_ o2
Au=0 bzw. 2 g_:;; =0, X = (1, T9,...,Tp),
1 0 ... 0 (2.27)
Ax)=1=|" 0
0 0 ... 1

Eigenwerte: \;, =1, i=1,2,...n—1, A\, =1
Da alle Eigenwerte positiv sind, handelt es sich hierbei um eine ellipti-
sche Differentialgleichung 2. Ordnung.

e Wirmeleitungsgleichung

n—1
%—agAu:O bzw. %— 2 % =0, x= (21,22, ..., Tp-1,1),
—a? 0 ... 0 0
0 .
Ax)=| - :
0 0 —a? 0
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(2.28)

Eigenwerte: \; = —a?, i=1,2,..,n—1, X\, =0.

Bei der Aufstellung der Koeffizientenmatrix muss beriicksichtigt wer-
den, dass der Laplace-Operator nur die partielle zweite Ableitung der
Ortsvariablen aufsummiert. In der Warmeleitungsgleichung ist aller-
dings die Zeit die n-te Dimension. Da keine zweite Ableitung nach der
Zeit vorhanden ist, ist der Eintrag a,, = 0. Somit ist ein Eigenwert
gleich Null und n — 1 Eigenwerte sind negativ. Folglich handelt es sich
bei der Warmeleitungsgleichung um eine parabolische Differentialglei-
chung 2. Ordnung.

e Wellengleichung

W—cﬁAu:O, x = (z1, %2, ..., Tp_1, 1),
—a> 0 ... 0 0
0o . Co (2.29)
Ax) =] - , L
0 0 —a? 0
0 0 0 1

Eigenwerte: \; = —a?, i=1,2,.,n—1, M\ =1

Hier ist wie bei der Warmeleitungsgleichung zu beriicksichtigen, dass
der Laplace-Operator keine zweite partielle Ableitung nach der Zeit
bildet. In der Wellengleichung tritt jedoch die zweite partielle Ablei-
tung nach der Zeit explizit auf. Daher ist der Eintrag a,, = 1 in der
Koeffizientenmatrix, und es handelt sich bei der Wellengleichung um
eine hyperbolische Differentialgleichung 2. Ordnung.
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2.7 Allgemeine Form der Mehrphasen-
stromungsdifferentialgleichung

Setzt man das DARCY-Gesetz (2.24)) in die Kontinuitétsgleichung (220 ein,
erhéalt man ein Differentialgleichungssystem fiir ein Mehrphasensystem

dS,, L) Opa Op

¢Paw+PaSaE+¢Saa—pa

ko
— div <pa —K (gradpa - pag)) — Pala = 07 (230)

«

mit den Nebenbedingungen:

n

Z S, =1, wobei n die Anzahl der Phasen ist; (2.31)
a=1
Peypa = Pyp — Pa = f (Sa) . (232)

Der Kapillardruck peyq ist eine nichtlineare Funktion in S, . Die relative Per-
meabilitdt k., weist ebenfalls eine starke nichtlineare Abhéngigkeit von der
Sattigung S, auf. Demzufolge handelt es sich bei obigem Differentialglei-
chungssystem um ein nichtlineares gekoppeltes dynamisches System, welches
die gleichzeitige Bewegung zweier oder mehrerer nichtmischbarer Fluide in
einem porosen Medium beschreibt.

Nichtlineare Systeme bereiten grofie Probleme bei ihrer Lésung. Daher
wurden Formulierungen in Abhéngigkeit von der Problemstellung und den
zur Verfiigung stehenden numerischen Verfahren entwickelt. Diese Formulie-
rungen unterscheiden sich in der Wahl der Unbekannten.

e Druck-Formulierung

— Wird in Abhéngigkeit vom jeweiligen unbekannten Druck je Phase
aufgestellt.

e Druck-Séttigungsformulierung

— Wird in Abhéngigkeit des Drucks der Phase mit der hochsten
Affinitat und der Séttigung der anderen Phasen aufgestellt.
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e Siattigungsformulierung

— Wird in Abhéngigkeit der Sattigungen der jeweiligen Phasen auf-
gestellt.

Bei der Druck-Formulierung muss der Gradient des Kapillardrucks echt gréfer
Null sein. Dies ist aber bei der hier vorliegenden Problemstellung nicht der
Fall, weswegen nicht weiter auf diese Formulierung eingegangen wird.

Die beiden letzteren Formulierungen werden anhand von Zweiphasensy-
stemen mit a—f = 0 und isothermen Bedingungen (homogene Temperatur)
aufgezeigt. Zusétzlich werden zwei weiter Annahmen getroffen:

) % =0
P
Verénderungen des Korngeriistes in Abhéngigkeit vom Fluiddruck kon-
nen wegen der geringen Druckdifferenz vernachlassigt werden.

o9 _
.%_0

Das Korngeriist kann nicht, wie es z.B. bei Ton der Fall wére, aufgrund
verdnderter Sattigungsgrade schrumpfen oder aufquellen.

2.7.1 Druck-Sittigungsformulierung

Man hat folgende Unbekannte:

® Dy, Pu, Sw, Sn, Wobei n fiir die nicht-benetzende Phase und w fiir die
benetzende Phase steht.

Aus den Nebenbedingungen (2.31]) und (2.32]) ist bekannt:
® Dec = Pn — Pw;
e S, +S5,=1.

Daraus ergibt sich Folgendes:

grad p, = grad (py + p.) = grad py, + grad p, (2.33)
0S, 0 0S5y
ot~ = (2:34)
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Setzt man dies in Gleichung (230) ein, erhélt man fiir die benetzende Phase
(z.B. Wasser):

9(pwSn)

—¢ 5 div (AwpwK (grad py — pw8)) — pwaw =0 (2.35)
und fiir die nicht-benetzende Phase (z.B. Gas oder NAPL):
a HSH .
¢% — div (A\pnK (grad py, + grad pe — pug)) — pugn = 0. (2.36)

Das vorliegende System ist ein stark gekoppeltes System von parabolischem
Typ: Der Operator div(grad) entspricht dem Laplace-Operator. Daher treten
zweite Ableitungen nach den Ortsvariablen auf, aber keine zweite Ableitung
in der Zeit. Also ist ein Eigenwert der Koeffizientenmatrix Null, und es han-
delt sich somit nach Definition [2.2]um eine parabolische Differentialgleichung.

Der Vorteil dieser Formulierung liegt darin, dass der Kapillardruckgra-
dient explizit auftritt. Somit eignet sich die Formulierung auch fiir Systeme
mit Teilbereichen, in denen gg; sehr klein ist. Es kénnen daher homogene
sowie heterogene Systeme beschrieben werden.

Die Druck-Sattigungsformulierung findet in der Erdoélindustrie Anwen-
dung, da dort hiufig der Fall zweier inkompressibler Fluide (Wasser und O1)
vorliegt.

2.7.2 Sattigungsformulierung

Die hier vorgestellte Formulierung gilt nur fiir inkompressible Fluide, d.h.
p ist konstant in Raum und Zeit. Man erhélt die Zweiphasenstromungs-
gleichung, indem man die gleichen Nebenbedingungen wie bei der Druck-
Formulierung in Gleichung (2.30) einsetzt:

benetzende Phase:

a(prW)
ot

nicht-benetzende Phase:
ot
Gleichung (2.37)) wird durch py, dividiert und analog Gleichung (2:38)) durch

pn. Zusétzlich wird die Produktregel auf die jeweils ersten Summanden und

) + div (pyVy) — pw@w = 0; (2.37)

+ div (pnVa) — pudn = 0. (2.38)
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das Divergenzgesetz div(p,vy,) = vy, - grad p, + p, div v, angewandt. Durch
anschliefende Addition beider Gleichungen und Einfithrung der totalen Ge-
schwindigkeit vy = v, + v erhélt man

div vy = div(vy + vy)
1 1
= @n + ¢w — —Vngrad p, — — vy grad py
Pn P (2.39)
(1 —Sy) Opn n Sw Opw

Pn ot py Ot

Da beide Fluide inkompressibel sind, verschwinden alle Terme, in denen p,
bzw. py, differenziert werden. Damit bleibt:

divvy = qn + ¢w = - (2.40)
Wird nun das DARCY-Gesetz fiir v, und vy, formuliert, und werden die Glei-

chungen geeignet kombiniert und diese wieder in die urspriingliche Gleichung
[237) eingesetzt, erhilt man folgende resultierende Gleichung

_ _ 05,
div [fave — MK (grad pe + pug = pug)] = 055 + o (2.41)

Mit den fraktionalen Durchflusskoeffizienten f, und f,, sowie der Mobilitét

An
= 2.42
Foi= (2.42)
Aw
= 24
= fot fa=1 (2.44)
und
— Aw A
A= A (2.45)

Mit Hilfe des Umformungsgesetzes fiir die Divergenz und den Gradienten
lassen sich einige Terme in Abhéngigkeit von der Sattigung ausdriicken, so
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dass man letztendlich die Sattigungsdifferentialgleichung erhalt

—_dp. dfy d\
— div [)\K p grad SW} — [VtL + K (pwg — pug) — | grad S, —

Te;lrn 1 Te;lrn 2
0S4y
- ¢W + (QW - qut) = 0. (246)
Tervm 3 Term 4

Die Zweiphasensattigungsdifferentialgleichung setzt sich aus dem dispersiven
Anteil (Term 1), dem konvektiven Anteil (Term 2), dem Massenanteil (Term
3) und den Quellen- und Senktermen (Term 4) zusammen.

Fiir die Losung dieser Gleichung ist wichtig, dass die totale Geschwindig-
keit v vorab bestimmt wurde.

Die Sattigungsgleichung ist eine parabolische Differentialgleichung, da
der Operator div(grad) auftritt und dieser dem Laplace-Operator entspricht,
jedoch keine zweite Ableitung nach der Zeit vorhanden ist. Es ist jedoch
deutlich ersichtlich, dass dies nur der Fall ist, wenn der Kapillardruckgra-
dient signifikant ist. Bei verschwindendem Kapillardruckgradient (j%; = 0)
kann Term 1 in obiger Gleichung vernachléssigt werden und die S&ttigungs-
gleichung wird zu einer hyperbolischen Differentialgleichung erster Ordnung.
Genauer ist es eine quasilineare Gleichung, da der fraktionale Durchflussko-
effizient f,, nichtlinear von der Sattigung abhéngt. Daraus folgt, dass der
Kapillardruckgradient ausschlaggebend fiir den Typ der Differentialgleichung
ist.

Zusammenfassend hat man nun eine Differentialgleichung, die eine Mehr-
phasenstromung in einem pordsen Medium in Abhéngigkeit der Séttigung
der benetzenden Phase beschreibt. Auf das Loésungsverhalten dieser Glei-
chung wird in Kapitel [ eingegangen.
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Vortrag 3

Numerische Modellierung von
Mehrphasenstromungen in
porosen Medien

AUSGEARBEITET VON ASTRID PIERINGER.

Die Losung der im zweiten Vortrag hergeleiteten Mehrphasengleichungen, die
ein System von gekoppelten nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen
darstellen, ist im Allgemeinen nicht analytisch moglich. Man muss sich des-
halb auf Naherungslosungen beschrinken. Da nur begrenzte Ressourcen zur
Verfiigung stehen, konnen auch nur endlich viele Informationen berechnet
werden, was mit einer Diskretisierung des Problems einhergeht.

In der Stromungsmechanik haben sich drei groie Gruppen von numeri-
schen Verfahren durchgesetzt: Finite-Differenzen-, Finite-Volumen- und Fi-
nite-Elemente-Verfahren. Um dem speziellen Charakter der Mehrphasenglei-
chungen gerecht zu werden, miissen Abwandlungen der Standardverfahren
eingesetzt werden. Insbesondere die Diskretisierung der nichtlinearen Kon-
vektionsterme erfordert duBlerste Sorgfalt.

32
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3.1 Problemstellung: Diffusions-/Konvek-
tionsterm

Die Differentialgleichungen der Mehrphasenstromungen enthalten sowohl dif-
fusive als auch konvektive Flussterme. Bei der numerischen Modellierung
bereitet insbesondere die Diskretisierung des konvektiven Terms Schwierig-
keiten.

3.1.1 Konvektions-Diffusions-Gleichung

Um die speziellen Transporteigenschaften von Diffusions- und Konvektions-
stromen néaher kennenzulernen und mégliche Diskretisierungsmethoden vor-
zustellen, wollen wir zunéchst die eindimensionale, stationéire Konvektions-
Diffusions-Gleichung fiir die Bilanzgrofie u betrachten. Quell- und Senkterme
werden vernachléssigt:

d r‘k d FZ
U

Konvektiver Term Diffusiver Term

v ist die Geschwindigkeit des konvektiven Transports, D der Diffusionskoef-
fizient. Fx bezeichnet den konvektiven Fluss, F, den diffusiven Fluss.
Als Randbedingungen werden vorgegeben:

A, e

Fiir konstantes v und D (D # 0) lasst sich Gleichung (B1]) umformen zu:

d?u(z) v du(z)
2 D dr = 0. (3.3)

Gleichung (B.3) ist eine homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Thre Losung kann analytisch be-
stimmt werden:

u(z) —u;  efehn

- . (3.4)

P
Uj — U e —1
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mit

_vAl

P .
=D

(3.5)

Die Peclet-Zahl Pe ist ein Maf fiir das Verhéltnis von Konvektion zu Diffu-
sion. Al steht fiir eine charakteristische Lange. Im vorliegenden Fall wurde
Al = h gewahlt.

Abbildung B.] zeigt den Verlauf der Losung fiir unterschiedliche Peclet-
Zahlen. Fiir kleine Peclet-Zahlen (| Pe |~ 0) liegt ein diffusionsdominierter
Transportprozess vor. Die Grofie u verlauft linear zwischen x = 0 und x = h.
Fiir grofle Peclet-Zahlen (| Pe |> 1) ist der Prozess konvektionsdominiert.
Der Oberstromwert von v dominiert.

uj

Xij =0 Xj=h

Abbildung 3.1: Analytische Losung fiir die eindimensionale Konvektions-/
Diffusionsgleichung fiir unterschiedliche Peclet-Zahlen [3]

In Abbildung[3.2sieht man eine mogliche Wiedergabe dieses Verhaltens in
der Diskretisierung. Fiir diffusionsdominierte Prozesse bietet sich eine lineare
Interpolation zwischen den Knoten ¢ und j an. Bei dominierender Konvektion
ist sogenannten Upwind-Verfahren der Vorzug zu geben. Zwischen ¢ und j
wird der Oberstromwert u; fiir u angesetzt.
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&) | @

u; Uj
ui{/’/ I
i j i
h h
i 1% i 1%
A 7 A 7
v v
R —— R ——

Abbildung 3.2: Mégliche Diskretisierung fiir diffusionsdominierte (1) und
konvektionsdominierte (2) Prozesse

3.1.2 Mehrphasengleichung — Sittigungsformulierung

Um den Bogen zu den Mehrphasengleichungen zu spannen, erfolgt eine kurze
Riickschau auf den zweiten Vortrag: In der Séttigungsformulierung der Mehr-
phasengleichungen fiir zwei Phasen (2.46) konnen diffusiver und konvektiver
Anteil direkt identifiziert werden:

— div [AK chc grad SW} - {thf—w + K (pw8 — n8) ar grad Sy, —

R w | L dSw dsS,, Y
diffusiver Anteil konvektiver Anteil
0Sw
- ot + (qw—foqx) =0 (3.6)
——
LY Quell- und Senkterme
Speicherterm

(Giiltigkeitsvoraussetzungen und Erlauterung der Variablen siche Vortrag 2).
Fiir signifikante Kapillardruckgradienten j%; ist die Differentialgleichung
parabolisch. Kann der Kapillardruckgradient jedoch vernachldssigt werden
(;%; ~ 0), geht die Zweiphasenséttigungsgleichung in eine hyperbolische Dif-
ferentialgleichung iiber.
Werden weiterhin noch die Gravitation g sowie Quell- und Senkterme ver-

nachléssigt, erhélt man die hyperbolische BUCKLEY-LEVERETT Gleichung,
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die rein konvektiven Transport beschreibt:

05y . dfv

¢

3.2 Schwache Formulierung

Die schwache Formulierung ist Ausgangsbasis fiir die Gruppe der Finite-
Elemente-Verfahren. Die Herleitung erfolgt am Beispiel der allgemeinen Bi-
lanzgleichung (B.8) fiir die GroBe u in der lokalen Formulierung:

ou (x,t)
ot
F stellt den Flussvektor, n den Normaleneinheitsvektor dar.

Zur Losung des Problems im Gebiet G mit dem Rand I' = I'p U I'y sei
gegeben:

+ div (F (u (x,t))) —r =0. (3.8)

u(x,0) =up(x) firt=0,x¢€dq,
u(x,t) =up (x,t) firt>0,x€Ip, (3.9)
F(u(x,t)) -n=Fy(u(x,t)) firt>0,x¢€ .

Der Rand I'p auf dem die Funktion u selbst gegeben ist, heifit Dirichlet-
Rand. Auf dem Neumann-Rand I'y ist die Normalenableitung des Flusses
der Grofle u vorgegeben, was dem Fluss senkrecht iiber den Rand entspricht.

Setzt man in (B.8)) eine Ndherung @ fiir w ein, ist die Differentialglei-
chung nicht mehr exakt erfiillt. Der auftretende Fehler wird als Residuum e
bezeichnet:

0u (x,t)
ot
Man fordert, dass das gewichtete Residuum im Mittel verschwinden moge.

Dazu wéhlt man eine Wichtungsfunktion W (x) mit W (x) = 0 auf I'p und
integriert das gewichtete Residuum iiber das Gebiet G:

+div (F (@) —r =e¢. (3.10)

/ngG /W—dG+/de ) dG — /WrdG—O (3.11)

Die Anwendung der Beziehung
div (ab) = b - grad (a) + adiv (b) (3.12)
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liefert:

/W— dG+/div (WF) dG—/grad(W)-FdG—/WrdG: 0. (3.13)

Mit Hilfe des Integralsatzes von GAUSS

div(b) dG = [ b-ndo (3.14)
/ /

G r

lasst sich ([B.13) schreiben als

/W—dG+/(WF)~nda—/grad(W)-FdG—/W’rdGzO. (3.15)

G

Wahlt man die beliebige Wichtungsfunktion W so, dass W = 0 fiir x € I'p
ist, ergibt sich die schwache Formulierung der Bilanzgleichung (3.8)):

/W—dG—i—/WFNdU—/grad(W)-FdG—/WrdG:O. (3.16)
G

In der schwachen Formulierung (B.16]) sind die Differenzierbarkeitsanforde-
rungen an u gegeniiber der Bilanzgleichung (3.8) ,,halbiert*. Zum Einsetzen in
B.8) wird u € C?*(G) benétigt. Fiir (3.106) geniigt dagegen schon u € C1(G).

Um aus der schwachen Formulierung (B.16) ein Losungsverfahren zu kon-
struieren, wihlt man als Naherungsansatz

U = Zuy (t) Nj (%) (3.17)

Die Koeffizienten @; héngen nur von der Zeit ab, die Ansatzfunktionen Nj,
die ausreichend glatt und untereinander linear unabhéngig sein miissen, nur
vom Ort.

Unter der Annahme eines rein konvektiven Flusses F = vu erhilt man
durch Einsetzten von (8.I7) in ([B.16) die diskretisierte Form der Differenti-
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algleichung:

d <Z?:1 ﬁij>
/W i dG + / Wk do—
G I'n

—/grad(W) -VZﬁij dG—/W'r’dG:O. (3.18)
j=1 G

G

Nach weiterer Umformung entsteht schlieflich:

n d/\»
Z%/WdeG—l—/WFNdU—
G I'n

j=1
— Zﬁj /grad (W) -vN,;dG — /WT dG =0. (3.19)
/ e

Um die n Unbekannten Koeffizienten 4; bestimmen zu kénnen, wéhlt man
n voneinander linear unabhéngige Wichtungsfunktionen W;. Die Losung der
partiellen Differentialgleichung (B.8) wird somit durch die Lésung eines Sy-
stems von n gewohnlichen Differentialgleichungen angenéhert.

3.3 Spezielle numerische Verfahren

Die einzelnen FE-Verfahren unterscheiden sich durch die Wahl der Wich-
tungsfunktionen W;. Hier werden das Standard-Galerkin- und das Petrov-
Galerkin-Verfahren vorgestellt und im Hinblick auf ihre Eignung fiir ver-
schiedene Transportprozesse untersucht.

3.3.1 Standard-Galerkin-FE-Methode

Zur exemplarischen Ableitung des Standard-Galerkin-Verfahrens wird die
lokale Bilanzgleichung (B.8)) weiter vereinfacht: Die Stromung sei stationdr
(%4 = 0) und quell- und senkenfrei (r = 0). Das Gebiet G wird als eindimen-
sional angenommen (0 <z < L).

Lésst man konvektiven Fluss (Fk) und diffusiven Fluss (Fp) zu,

d
F=Fx+ Fp =vu— Dd—u mit v, D konstant, (3.20)
x
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ergibt sich das Randwertproblem:

du d*u

Als Randbedingung wird gewahlt:

u=0 firz=0,

u=1 firz=L. (3.22)
Die Schwache Formulierung des Problems lautet dann:
/ du d*u
/VVi (v% — D@> dz = 0. (3.23)
0

Durch partielle Integration erhdlt man (324]). Der erste Summand ver-
schwindet, da die Wichtungsfunktionen so gew#hlt werden, dass sie am Di-
richlet-Rand null sind:

L
du\1" [ aw; du
(ou—D)| - ~ D) dzr =o0. 24
[VVZ (’UU dx)L / T (Uu dx) der =0 (3.24)
. g 0

=0

Mit dem Néherungsansatz
=Y i;N;(z) (3.25)

entsteht die diskretisierte Form der Differentialgleichung:

L
[ dW; dN;
- 0

Beim Standard-Galerkin-Verfahren wihlt man nun die Wichtungsfunktionen
gleich den Ansatzfunktionen:

W; = N;. (3.27)
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Abbildung 3.3: Eindimensionale lineare Ansatzfunktion N; [5]

Die linearen Ansatzfunktionen NV; (und somit auch die Wichtungsfunktionen)
nehmen jeweils am Knoten ¢ den Wert 1 an und sind an allen anderen Knoten
0. Abbildung zeigt ihren Verlauf.

Wertet man die Integrale (3:26]) fiir den Knoten ¢ aus, erhdlt man mit
Pe = % die Losung:

(—Pe — 1) diy_y + 201; + (Pe — 1) i1 = 0. (3.28)

Das gleiche Ergebnis erhédlt man iibrigens, wenn man die Ndherung eines
Zentralen-Finite-Differenzen-Verfahrens fiir die erste und zweite Ableitung
(B:29) in das Randwertproblem (3.2])) eingesetzt.

du Ui41 — Ui—1

Q

dzx 2h

3.29
d2u ~ ai+1 — 2?11 -+ ??61;1 ( )
da? h? ‘

Ist das Standard-Galerkin-Verfahren nun fiir konvektive Transportprozesse
geeignet? Zur Beantwortung dieser Frage teilt man (B:28) durch die Peclet-
Zahl und fiihrt den Grenziibergang fiir Pe — oo durch.

—Pe—1 2 Pe—1

Pl | T pe Mt pp Uit =l | =0
— 1 (3:30)
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Die Losung oszilliert stark und hat nichts mehr mit dem zu Grunde liegenden
Problem zu tun. In Abbildung B.4lveranschaulichen die Kurven mit o = 0 das
Verhalten der Losung fiir unterschiedliche Peclet-Zahlen. Gleichung (B.30)) ist
unter den gemachten Voraussetzungen iiberhaupt nur dann 16sbar, wenn eine
ungerade Anzahl an Knoten vorliegt. Bei gerader Knotenzahl gibt es keine
eindeutige Losung. Das bedeutet, dass bei konvektiven Stromungen statt
zweier Randbedingungen nur eine einzige vorgegeben werden kann.
Schlussfolgerung: Das Standard-Galerkin-Verfahren ist zur korrekten Wie-
dergabe von konvektionsdominierten Transportprozessen nicht geeignet.

3.3.2 Petrov-Galerkin-FE-Methode

Die bisherigen Erkenntnisse legen nahe, anders als in (3.29)) eine einseitige
(Upwind-)Finite-Differenzen-Naherung fiir die erste Ableitung zu verwenden,
um das Transportverhalten einer konvektiven Stromung besser abbilden zu
konnen.

du ﬂz — ﬂi—l

de = h

31
d2u ~ ai—&—l — 2@2 + ai—l (3 3 )
da? "~ h? '

Eingesetzt in die Differentialgleichung (B2I]) ergibt sich die diskretisierte
Gleichung

Mit dieser Upwind-N&dherung erhélt man fiir alle Peclet-Zahlen realistische
Ergebnisse, wie die Kurven in Abbildung B.4], die mit o = 1 bezeichnet sind,
zeigen.

Die Idee einer Upwind-Naherung wird nun bei der Konstruktion eines
fiir konvektionsdominierte Transportprobleme geeigneten FE-Verfahrens ver-
wendet. Statt der linearen Wichtungsfunktionen des Standard-Galerkin-Ver-
fahrens werden Wichtungsfunktionen der Form

Wi = Ni + ¥ (3.33)

eingesetzt. W; ist iiblicherweise ein Polynom niedriger (Abbildung BH, un-
teres Bild) oder hoherer Ordnung (Abbildung B.5] oberes Bild) als V;. Den
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— — —&— — — Standard Galerkin a = 0
—— —0— —— Petrov-Galerkin a = 1.0 (full upwind difference)
————O—— Petrov-Galerkin a = a,p,

Exact T
Pe = Ahf2k = 0
1.0
A=0=0
(All exact) ’
Y
Pe=1.0
———O0—0—0 f—-i
h
Pe =25
e
8 £
I\ I\
/ \\ / \\
/ \ / \
AR
o=o . |1 | \[/ [ \|/
(Exact) / \\ / \ / Exact
Pe=o &—o0—1
a - -

Abbildung 3.4: Naherungslosung fiir die Transportgleichung (B.21]) fiir unter-
schiedliche Peclet-Zahlen [5]
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Abbildung 3.5: Wichtungsfunktionen des Petrov-Galerkin-Verfahrens [3]



Numerische Modellierung von Mehr-
44 phasenstromungen in porésen Medien

Oberstromwerten wird durch den Verlauf der Wichtungsfunktionen ein grofie-
res Gewicht beigemessen. Die so entstehenden FE-Verfahren werden als Pe-
trov-Galerkin-Verfahren bezeichnet.

Die gebréauchlichste Wichtungsfunktion wird mit folgender einfacher Funk-
tion gebildet:

< hdN; .
aW, = ag—-—sign (v) (3.34)

Die gesamte Wichtungsfunktion W; ist in Abbildung dargestellt. Das
Petrov-Galerkin-Verfahren mit dieser Wichtungsfunktion heifit Streamline-
Petrov-Galerkin-Methode. Wertet man die Integrale (3.26) mit der Wich-

Abbildung 3.6: Wichtungsfunktionen des Streamline-Petrov-Galerkin-Ver-
fahrens [3]

tungsfunktion ([B.34]) fiir den Knoten ¢ aus, erhélt man die Losung:
[—Pe(a+1) —1]0;—1+[2 + 2aPe] G+ [—Pe (a — 1) — 1] 441 = 0. (3.35)

Setzt man in Gleichung ([B35) o = 0 erhélt man die Losung des Standard-
Galerkin-Verfahrens (3.28). Fiir « = 1 ergibt sich die Upwind-Differenzen
Losung (3.32)).

Nach [5] gibt es ein optimales «, fiir das das Petrov-Galerkin-Verfahren
exakte Knotenwerte fiir alle Peclet-Zahlen liefert:

1
Qopt = coth |Pe| — Pel (3.36)
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Auch die Losungen fiir ap, sind in Abbildung [3.4] dargestellt.
Oszillationen unterbleiben, wenn « grofler als ein kritischer Wert o
gewéhlt wird [5]:
1

Bel (3.37)

o> Qepip = 1 —

Die Funktionen fiir aopy und e zeigt Abbildung [3.71

1.0
0.8
0.6 @op: = coth Pe - 1/Pe (optimal)
@ 7
/
041 /
Il\ =1-1 itical
02/ 1 Aerie = | Pe (critical)
|
|
ol—L 1 1 ! 1 | |
2 3 4 5 6 7
Pe

Abbildung 3.7: Kritische und optimale Werte fiir den Upwind-Parameter «
beim Streamline Petrov-Galerkin-Verfahren [5]

3.4 Vergleich der Verfahren am Buckley-
Leverett-Problem

Das Standard-Galerkin-Verfahren und das Petrov-Galerkin-Verfahren sollen
nun abschliefend an Hand des BUCKLEY-LEVERETT-Problems, d.h. eines
rein konvektiven Transportprozesses verglichen werden. Betrachtet wird ein
eindimensionales horizontales System (Abbildung B8], in dem die nicht-
benetzende Phase Ol (Index n) von der benetzenden Phase Wasser (Index
w) verdréngt wird.
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Wasserfront
QW: A \<N : Qn = A Vn
—_— : —_—
|
+— X

\Y :VW+Vn = const.

Abbildung 3.8: BUCKLEY-LEVERETT-Problem [3]

Die Fluideigenschaften und Simulationsparameter sind in Tabelle B.1], die
Eigenschaften der Festkorpermatrix sowie die konstitutiven Beziehungen in
Tabelle aufgefiihrt.

Waéhlt man fiir die Relative-Permeabilitits-Séattigungs-Beziehung einen
linearen Ansatz geméafl Abbildung B.9] so ergibt sich der Verlauf der Was-
serfront mit den einzelnen FE-Verfahren wie in Abbildung dargestellt.

Beim Standard-Galerkin-Verfahren (SG-FE) — das in zwei verschiedenen
Varianten angewendet wurde — sind im Bereich zwischen 0 und 100 m Oszil-
lationen erkennbar. Im weiteren Verlauf wird die analytische Losung jedoch
recht gut angenihert. Das Petrov-Galerkin-Verfahren (PG-FE) liefert eben-
falls brauchbare Ergebnisse. Auf die Unterschiede zwischen den beiden SG-
FE-Verfahren sowie die anderen in der Abbildung dargestellten Verfahren,
kann im Rahmen dieses Vortrags nicht eingegangen werden.

Bei Verwendung der Relativen-Permeabilitits-Sattigungs-Beziehung nach
BRrOOKS-COREY (Abbildung B.17]) ergeben sich die in Abbildung [3.12] darge-
stellten Losungen fiir die einzelnen Verfahren. Wahrend die PG-FE-Methode
die analytische Losung sehr gut approximiert, ist die Unterlegenheit der SG-
FE-Verfahren hier klar erkennbar. Zum einen treten starke Oszillationen auf,
zum anderen liegt die mit SG-FE berechnete Wasserfont deutlich hinter der
Wasserfront der analytischen Losung zuriick.
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Tabelle 3.1: Fluideigenschaften und Simulationsparameter

Fluideigenschaften

Dichte Wasser 0w = 1000 k8/m?
Dichte Ol 0n = 1000 ke/m?
Dynamische Viskositdt Wasser i, = 0.001k&/ms
Dynamische Viskositéit Ol fn = 0.001 k8/ms
Randbedingungen

Rand z = 0m:

Wasserséattigung Sy =0.8
Oldruck Py = 2-10° Pa
Rand z = 300 m:

Wasserséttigung Sy = 0.2
Flussrate Ol qn = —1.5- 107" ke/m2
Anfangsbedingungen

Wasserséttigung Sy = 0.2
Réumliche Diskretisierung

Schrittweite Az =9.375m
Lange (32Ax) L =300m
Zeitliche Diskretisierung

Schrittweite At =5d
Zeitraum (300A¢) T =1500d

Tabelle 3.2: Eigenschaften der Festkorpermatrix und konstitutive Beziehun-

gen
Intrinsische Permeabilitét k=10""m?
Porositét ¢ =0.20
Porengroflenverteilungsindex A = 2.00
Restsittigung Wasser Swr = 0.20
Restséttigung Ol Sar = 0.20
Relative Permeabilitét kr(Sy) (a) Linearer Ansatz
(Abb. 3.9)
(b) BROOKS—COREY Modell
(Abb. 3.11)

1
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Abbildung 3.9: Linearer Ansatz fiir die Relative-Permeabilitéts-Sattigungs-
Beziehung [3]

1.0 |
- —.— SG-FE Verfahren mit ML
(I); ANl T SG-FE Verfahren mit ML
0.8 =% . e ——— | e PG-FE Verfahren
(&5 2 S N FU-CVFE Verfahren
=z - --- FU-Box Verfahren
= 064 ———- Gemischt-hybride FEM
g ) Analytische Lésung
—
'S 0.4
o
L
B 0.2 e
<C
=
0.0 | | | | |
0 50 100 150 200 250 300

X [m]

Abbildung 3.10: Losung des BUCKLEY-LEVERETT-Problems (linear) [3]
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Abbildung 3.11: Relative-Permeabilitids-Beziehung nach BROOKS-COREY [3]
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Vortrag 4

Diskussion der instationiren
hyperbolischen
Transportgleichung

AUSGEARBEITET VON IRIS PFLIEGER.

In Kapitel 2.7.2] wurde die Sattigungsgleichung fiir ein Zwei-Phasen-System
hergeleitet:

- d d d\
— div {)\K Pe grad Sw} - {Vtﬁ + K (pwg — pug) — | grad Sy —

dSy dSy dSy,
0Sy

Vernachléssigt man in der Sattigungsgleichung Kapillardruck- und Gravita-
tionseffekte sowie Quell- und Senkterme, so fiihrt dies auf das so genannte
BUCKLEY-LEVERETT-Problem

0Sy df

W + VtE grad SW =0. (42)
Hierbei handelt es sich um eine quasi-lineare hyperbolische partielle Diffe-

rentialgleichung erster Ordnung mit dem nichtlinearen Koeffizienten %.

Mit der Losung dieses Problems wird sich dieses Kapitel befassen.

o1
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4.1 Klassifizierung hyperbolischer Differenti-
algleichungen erster
Ordnung

Die allgemeine Form von hyperbolischen Differentialgleichungen 1. Ordnung,
bei der die ersten Ableitungen linear auftreten, lautet im zweidimensionalen
Fall: p(z,t, u)% + q(z,t, u)% = r(x,t,u). Sie werden anhand ihrer Koeffizi-
enten in vier verschiedene Klassen eingeteilt. Man unterscheidet:

o strikt linear:

— Die Koeflizienten p, ¢, r sind keine Funktion in «

ou

p(l‘,t)— + Q(mvt>au

pe % r(z,t), (4.3)

e [inear:

— r ist eine lineare Funktion in w

ou ou
p(z, t)% + q(x, t)a =r(z,t,u), (4.4)

e semilinear:

— 7 ist eine nichtlineare Funktion in

ou

5% r(z,t,u), (4.5)

0
pla.t) 5+ g(a.1)

e quasilinear:

— p, q,r konnen nichtlineare Funktionen in v sein

ou ou
p(%ﬁ“)%"‘(l(xatau)a :T(l’,t,u) (46)
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S0)

X

Abbildung 4.1: Beliebiger Weg s = s(n) mit Anfangsbedingung s(0) =
(l‘o,to).

4.2 Charakteristikenmethode

Die Charakteristikenmethode ist eine leicht versténdliche Methode zur Losung
hyperbolischer Differentialgleichungen 1. Ordnung. Die Grundidee der Cha-
rakteristikenmethode ist, dass ein geeigneter Weg s(n) in der x,t-Ebene ge-
sucht wird, entlang derer die partielle Differentialgleichung

ou ou
p([E,t,U)&ﬁ—q(Jf,t,U)a :T<J],t,u) (47)

zu einer gewohnlichen Differentialgleichung reduziert wird.
Man wéhlt sich einen zunéchst beliebigen Weg s(n) (siehe Abbildung A1)

_ (=) _ (=) _ (@
st = (3. o= (10)) = (). (4.9
Betrachtet man jetzt einmal die Verénderung der Losung von (4.7) entlang
dieses Weges, ausgedriickt durch das Differential

du(s(n)  du(a(n),t(n)) Oudr Oudt

_ Judr  dudt 4.
dn dn Oz dn - ot dn’ (4.9)

kann Ahnlichkeit zu Gleichung (&T) festgestellt werden. Durch Koeffizien-
tenvergleich von Gleichung (£7) mit Gleichung (49) erhélt man ein System
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gewohnlicher Differentialgleichungen, das dquivalent zur partiellen Differen-
tialgleichung (4.7) ist:

d
% = p(x,t,u), (4.10)
dt
fl—:; =r(z,t,u). (4.12)

Dabei bestimmen die Gleichungen (A.I0)-(£I12)) die Wahl des Weges s(7).
Diese Kurve wird Charakteristik genannt. Insbesondere beschreibt Gleichung
(#I2) das Verhalten der Funktion wu(z,t) entlang der Charakteristik. Die
Charakteristiken besitzen folgende Eigenschaften:

e Informationstransport erfolgt nur entlang der Charakteristiken und nur
in Richtung von zunehmendem 7.

e Entlang der Charakteristik ist die Funktion u(z,t) durch den Wert an
einem Anfangspunkt (zg,t) bestimmt. Daraus ergibt sich eine Kurve
von Anfangsbedingungen, die jede Charakteristik nur einmal schneiden
und die auch nicht parallel zu einer Charakteristik verlaufen darf, damit
das Ausgangsproblem eindeutig l6sbar ist.

e Charakteristiken diirfen sich nicht schneiden! An Schnittpunkten ist

die Riickverfolgbarkeit zum Anfangspunkt (xg, fy) nicht mehr eindeutig
und somit auch die Losung nicht.

4.3 Lineare hyperbolische Transportgleichung

In diesem Abschnitt wird die lineare hyperbolische Transportgleichung

ou ou
En + Vg = 0, v = const (4.13)

untersucht. Hierbei kann u(z,t) z.B. eine Konzentration sein, die mit kon-
stanter Geschwindigkeit transportiert wird.
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Wendet man nun die Charakteristikenmethode auf die lineare Transport-
gleichung an, fithrt dies zu folgendem System gewdohnlicher Differentialglei-
chungen

ox

6_77 =, (414)
ot

;= b (4.15)
ou

—— = 4.1

mit den Anfangsbedingungen x(0) = ¢, t(0) = to und u(zo, to).

Aus Gleichung (4.10]) ist sofort ersichtlich, dass u(z,t) konstant auf den
Charakteristiken ist. Die sehr einfachen gewohnlichen Differentialgleichungen
(#14) und (4.15) lassen sich mit Losungsverfahren fiir gewthnliche Differen-
tialgleichungen, z.B. Trennung der Variablen, sehr schnell 16sen:

x(n) = vn+ 1, (4.17)

t(n) =n+co (4.18)
Setzt man die Anfangsbedingungen ein, kénnen die Integrationskonstanten
c; und ¢y bestimmt werden

z(n) = vn + o, (4.19)

t(n) =n+to. (4.20)

Eliminieren von 7 aus dieser Parameterdarstellung der Charakteristiken lie-
fert eine Darstellung als Funktion

1
z(t) =vt+x9, bzw. t(r)=—x+1. (4.21)
v

In diesem Fall sind die Charakteristiken Geraden. Da v konstant ist, sind alle
Charakteristiken parallel zueinander.
Bekannt ist, dass u(x,t) konstant auf den Charakteristiken

r—vt=c (4.22)
ist. Daraus ergibt sich fiir u(z,t)

u(z,t) = const = g(c) = g(z — vt) (4.23)
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entlang den Charakteristiken. Dabei ist g eine zunéchst beliebige Funktion.
Diese kann jedoch mit Hilfe der Anfangsbedingungen eindeutig bestimmt
werden. In dem hier zu untersuchenden Fall werden Riemann-Anfangsbedin-
gungen gewahlt. Man spricht dann auch von einem Riemann-Problem:

ag i §§x1
,0) = = 4.24
(2, 0) = uo(a) {O e (1.24)
Einsetzen der Anfangsbedingungen in Gleichung (£23]) liefert:
u(z,0) = g(z) = up(z),
= u(x,t) = ug(x — vt),
(4.25)

Uy x—vt <14

0 x—vt>ux.

=  u(z,t)= {

Diese Losung enthélt eine Unstetigkeit, d.h. sie geniigt nicht dem klassischen
Problem, da sie entlang der Charakteristik durch die Sprungstelle (z1,0)
nicht differenzierbar ist. Sie ist jedoch Losung des Problems in integraler
Form (siche Vortrag 2 z.B. Gleichung (2I7)). Sie wird schwache Ldsung
genannt.

Die Anfangsbedingungen und die Charakteristiken, auf denen die Losung
u konstant ist, sind in Abbildung dargestellt.

u

" U= u,= const shock front
u(x,0) u

Uo \

a

\)Z =vt+x

ud

X X

X1 1 X

Abbildung 4.2: Anfangsbedingungen und die Charakteristiken der linearen
hyperbolischen Transportgleichung

Die Gerade, die als Schockfront bezeichnet wird, ist die Charakteristik,
entlang derer sich die Unstetigkeit mit konstanter Geschwindigkeit v fortbe-
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7

shock attime t ——__ // shock at time t+A t
fu < é f)

)‘(1 control volume )‘(2
I 1

Abbildung 4.3: Diskontinuitét einer Schockfront

wegt. Da die Charakteristiken alle parallel sind, beschreiben sie eine eindeu-
tige Losung, denn jedem Punkt (z,t) kann eindeutig eine Konzentration u
zugeordnet werden.

Allgemein ldsst sich mit Hilfe der Rankine-Hugoniot-Bedingung (Abbil-
dung [4.3)) die Geschwindigkeit, mit der sich die Unstetigkeit fortbewegt, be-
stimmen.

Da die Massenbilanz am Stof} erfiillt sein muss, gilt:

[f(w) = fu)] At = (u — u) L.
Daraus folgt

L flw) = fluw)
A== (4.26)

Die Rankine-Hugoniot-Bedingung (£20]) zeigt, dass der Sprung der Funkti-
on am Schock die Frontgeschwindigkeit in Abhéngigkeit der Flussfunktion
beschreibt.

4.4 Quasilineare hyperbolische Transport-
gleichung
Das BUCKLEY-LEVERETT-Problem

0S.  dfy 05,
ot TUas. 0r

(4.27)
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stellt eine quasilineare hyperbolische Transportgleichung dar, da % im All-
gemeinen eine nichtlineare Funktion in Sy, ist.
Wie ist aus Kapitel 2.7.2] bekannt ist, bezeichnet

Uy = Uy + Uy (4.28)

die totale Geschwindigkeit, und fiir die fraktionale Durchflussfunktion gilt:

krw (Sw)

— Hw
fu = Frw (Sw) | ken(Sn) ° (4.29)

Hw Mn

Die Divergenz der totalen Geschwindigkeit ist die Summe der Quell- und
Senkterme. Da diese jedoch beim BUCKLEY-LEVERETT-Problem vernach-
ldssigt wurden, folgt daraus, dass vy = const ist, da man nur eine Raum-
dimension beim BUCKLEY-LEVERETT-Problem betrachtet. Weiterhin wird
angenommen, dass die Porositdt ¢ konstant ist, d.h. der Anteil des Poren-
volumens am Gesamtvolumen é&ndert sich nicht. Zur Vereinfachung werden
die konstanten Groflen vernachléssigt, da durch sie die Losung nur um einen
konstanten Faktor beeinflusst wird. Mit diesen Uberlegungen geniigt die Be-
trachtung der Gleichung (4.27) in Form von

0Sy  dfy 0Sy
ot as o = (4.30)

Wendet man hierauf die Charakteristikenmethode an, erhélt man folgendes
Differentialgleichungssystem:

dx ,

- 4.31

d77 w) ( )

dt

— =1 4.32

d?’] ) ( )
dSy

—0 4.

i 0 (4.33)

Dieses System gewdohnlicher Differentialgleichungen kann nicht, wie im linea-
ren Fall, einfach gelost werden, denn f; ist von der Losung abhéngig und
beeinflusst diese wiederum. Im zweidimensionalen Fall kann jedoch folgendes
Lemma angewandt werden.
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Lemma 4.1 Es sei das folgende Anfangswertproblem fir v = u(x,t) und
eine stetig differenzierbare Funktion f gegeben:

ou NG , "
aJrf(u)%—O in R x RT,

u(z,0) = up(x).

(4.34)

Charakteristiken von ({L34) konnen als Liosungen des Anfangswertproblems

dx(t) B Of (u(z,t)) .
dt ou firt 20,

z(0) = xg

(4.35)

gewonnen werden. Unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung sind sie Ge-
raden der Gestalt

0
w(t) = o + Wt = 20+ f(uo(wo))t. (4.36)
Die lokale Lisung des Anfangswertproblems ([E34]) lautet:
w(x,t) = ug(z — f'(uo(x0))t). (4.37)

Mit Lemma[dT] ergeben sich die Charakteristiken des BUCKLEY-LEVERETT-
Problems auch im quasilinearen Fall zu

t= f_l‘ﬁvx + to. (4.38)
Wichtig hierbei ist, dass die Charakteristiken jetzt unterschiedliche Steigun-
gen haben kénnen und damit der Fall auftreten kann, dass sie sich schneiden.

Aus Gleichung (4.38) kann die Geschwindigkeit o fiir eine gegebene Was-
sersittigung abgelesen werden. Diese entspricht f.. Daraus folgt, dass die
fraktionale Durchflussfunktion und somit die rel. Permeabilititen k&, (S,) das
Ausbreitungs- bzw. Verdringungsverhalten eines Mehrphasensystems kon-
trollieren. Zwei Funktionsverldufe der fraktionalen Durchflussfunktion wer-
den im Folgenden diskutiert.

Als Anfangsbedingung ist ein Riemann-Problem gegeben

1-S, z<ux

4.39
Sir x> . ( )

Sw(z,0) = {
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Dabei bezeichnen Sy, und S, die Restsédttigungen, d.h. den Fluidanteil der
Phase im porosen Medium, der durch Fliefleffekte nicht den Porenraum ver-
lassen kann.

Bevor die Losung des BUCKLEY-LEVERETT-Problems betrachtet wird,
werden noch kurz mogliche Probleme der Charakteristikenmethode aufge-
zeigt, um das spétere Verstdndnis zu erleichtern.

4.5 Grenzen der Charakteristikenmethode

Es wird die Burger-Gleichung

ou ou

e g 4.4

5 +u o 0 (4.40)

betrachtet.
Nach Lemma 1 sind die Charakteristiken folgende Geraden

1 1

t=—x+ty mit flu)=-u’ (4.41)
Uo 2

Es wird wieder ein Riemann-Problem als Anfangsbedingung betrachtet:

uy <0
up(z) = {u =0 (4.42)

1. Fall: u; > u,:
Wie aus ({41 ersichtlich ist, hingt die Steigung der Charakteristiken
von ug ab. Da beim Riemann-Problem wug # const ist, schneiden sich
die Charakteristiken jetzt und die Losung ist nicht mehr eindeutig. Die
Geschwindigkeit © der Unstetigkeit kann mittels der Rankine-Hugoniot-
Bedingung bestimmt werden:
flu) = flu) _ 5w —up)

1
o — — 5 mit w=1u (4.43)

2. Fall: v < u,:
Hier tritt der Fall auf, dass es einen Bereich gibt, der nicht durch die
Charakteristiken abgedeckt wird, d.h. die Losungen sind hier nicht ein-
deutig definiert. Der Raum kann jedoch ausgefiillt werden; dies ge-
schieht nicht in eindeutiger Weise. Zum einen kann ein stetiger Uber-
gang gewihlt werden, ein so genannter Verdiinnungsficher, oder eine
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Schockfront
t .

1 X X

Abbildung 4.4: Anfangsbedingungen und Charakteristiken fiir Fall 1

Up

U|=0

1 X X

Abbildung 4.5: Anfangsbedingungen und Charakteristiken fiir Fall 2

Unstetigkeit, die der Rankine-Hugoniot-Bedingung geniigt, die Verdiin-
nungssto genannt wird. Beide Moglichkeiten sind in Abbildung
dargestellt.

Im Fall des Verdiinnungsfichers lisst sich ein stetiger Ubergang durch
u(r,t) = 7 erreichen. Im Falle des Verdiinnungsstofies kann mit Hilfe
von Gleichung (4.20) die Geschwindigkeit der Unstetigkeit bestimmt
werden: v = % Da die Charakteristiken nicht wie im Fall 1 in die
Unstetigkeit hineinlaufen, sondern heraus, bedeutet dies physikalisch,

dass die StoBfront auseinander lauft.

In Fall 1 sowie in Fall 2 ist die Losung nicht eindeutig. Es wird deutlich, dass
eine weitere Bedingung benétigt wird, die aus allen méglichen Losungen die
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t Verdiinnungsfacher t

X X

Abbildung 4.6: Verdiinnungsfiacher und Verdiinnungsstof3; beide fiillen den
nicht definierten Bereich auf.

herausgreift, welche den physikalischen Prozess beschreibt.

4.6 Lo6sung des Buckley-Leverett-Problems

In diesem Abschnitt werden wir uns mit der Losung des BUCKLEY-LE-
VERETT-Problems befassen. Wie in Abschnitt (A4]) erldutert wurde, sind
die relativen Permeabilitdten entscheidend fiir das Ausbreitungs- und Ver-
driangungsverhalten eines Mehrphasensystems. Zwei unterschiedliche Ansétze
fiir relative Permeabilitéat-Sattigungs-Beziehungen werden untersucht: ein li-
nearer und ein quadratischer. Es wird sich zeigen, dass erstere Beziehung sehr
schnell zu einer Losung fithrt, wihrend bei der zweiten eine Mehrdeutigkeit
der Losung entsteht und in diesem Zusammenhang néiher darauf eingegangen
wird, wie eine physikalisch sinnvolle Losung gefunden werden kann.

4.6.1 Lineare relative Permeabilitidt-Sattigungs-
Beziehung

Die lineare relative Permeabilitéit-Séattigungs-Beziehung ist in Abbildung [4.7]
dargestellt. Aufgrund der Linearitét gilt: ki (Sy) + ken(Sa) = 1.

In diesem Fall und unter der Voraussetzung, dass man von Fluiden mit
gleicher Viskositét ausgeht (uy = pn), ist die fraktionale Durchflussfunktion
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kr kr
krn krw
0 0
0 s, 1
1 3 0

n

Abbildung 4.7: Lineare relative Permeabilitét-Séattigungsbeziehung.

gleich der relativen Permeabilitét

fW(SW) = krW(SW)a (444)
denn:
krw(sw)
_ Hw . o
fo = Tatm | Fm(Sa) It fhy = Hn (4.45)
Hw Mn
kI‘W(SW)
I Hw
" rw (Sw)+kn (Sn) (4.46)
Pow
krw(Sw)
=7 (4.47)
Tow
= b (Sw). (4.48)

Aus Gleichung (£38)) sind die Charakteristiken und ihre Steigung fi, be-
kannt. Da eine lineare Beziehung gegeben ist, ist f! = const und somit sind
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die Charakteristiken parallel zueinander. Die Losung ist eindeutig und die
BUCKLEY-LEVERETT-Gleichung zeigt das gleiche Verhalten wie die linea-
re Transportgleichung aus Abschnitt [4.3] Die fraktionale Durchflussfunktion
sowie ihre Ableitung und die Lésung im linearen Fall werden in den Abbil-
dungen [4.§ und dargestellt.

10 ERRRR R RN RN R RN RRRRRERRY ARRRRRRRRE 4.0 SRR R R RN REREE RS
08 - 4 c ]
B | | E 3.0 E
06— | 4 g 25 E
I 3 = 20F E
E ! | 3 © F 3
04E 3 15 ]
= B 05 B
0.2 = | I = C : : 1
s, e LS, -

0.0 & ‘ | d 0.0 1HmH\LumHH\\Hmm\m\muhumur
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0 0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

Sy, Sw

Abbildung 4.8: Fraktionale Durchflussfunktion fy(Sy) und ihre Ableitung
im Fall einer linearen relativen Permeabilitat-Sattigungs-
Beziehung

4.6.2 Quadratische relative Permeabilitit-Sattigungs-
Beziehung

Fiir die relativen Permeabilitdten wird folgender Ansatz gemacht (siehe Ab-

bildung A.10):
2
P - S N
1— Swr - Snr
2
b — 1—S,— Sur .
1— Swr - Snr

Es liegt wieder ein Riemann-Problem vor und die Charakteristiken haben

(4.49)
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Sy behind the front ahead of the front
10 (upstream) (downstream)
' immobile zone of the
non-wetting phase
1-Sy _
non-wetting phase
wetting phase
immobile zone of the
0.0 wetting phase
0.0

Abbildung 4.9: Losung des BUCKLEY-LEVERETT-Problems im linearen Fall

nach Lemma 1 die Gestalt (siche (4.38))):

Fiir die Steigung der Charakteristiken ist die Ableitung der fraktionalen
Durchflussfunktion entscheidend. Sie und ihre Ableitung sind in Abbildung
M. 11ldargestellt. f; ist jetzt nicht mehr konstant wie bei der linearen relativen
Permeabilitat-Sattigungs-Beziehung. Dies fiithrt dazu, dass die Charakteristi-
ken anfangen, sich zu schneiden (siehe Abbildung[12])), und die Losung nicht
mehr eindeutig ist. Die Riickverfolgbarkeit zu einem Anfangspunkt geht ver-
loren. Physikalisch gesehen muss jedoch die Séttigung zu jedem Zeitpunkt
und an jedem Ort zu einem Anfangspunkt zuriickverfolgt werden koénnen.
Daher muss jetzt eine zusétzliche Bedingung formuliert werden, die aus der
Vielzahl der Losungen die herausgreift, die den physikalischen Prozess be-
schreibt. Diese Bedingung wird Entropiebedingung genannt.

Unterschied zwischen Rankine-Hugoniot-Bedingung und Entropie-
bedingung:

Mit Hilfe der Rankine-Hugoniot-Bedingung lassen sich die schwachen Losun-
gen charakterisieren. Da die Rankine-Hugoniot-Bedingung bereits aus der
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Kk, Kk,
1 1
krn krW
0 0
0 Sw
Sy

Abbildung 4.10: Quadratische relative Permeabilitéat-Sattigungs-Beziehung

Formulierung des Problems folgt, ist sie notwendige Voraussetzung einer
schwachen Losung. Die Rankine-Hugoniot-Bedingung gibt aber keine Aus-
kunft dariiber, ob eine physikalisch eindeutige Lésung an der Stofifront vor-
liegt. Dazu bendétigt man die Entropiebedingung.

Entropiebedingung:

Zu Anfang dieses Kapitels wurden die diffusiven Terme vernachléssigt. Be-
trachtet man nun aber die Differentialgleichung, in der die diffusiven Terme
enthalten sind, liegt folgende Gleichung vor:

8S. v dfy %S,
T i (4.51)

Fiir Gleichung (4.51]) berechnet man die Losungen in Abhéngigkeit von e.
Man kann zeigen, dass die Losungen von (5] fiir € — 0 gegen eine Grenz-
funktion konvergieren, die schwache Losung der hyperbolischen Differenti-
algleichung ist und zusatzlich den physikalischen Prozess beschreibt. Diese
Losung wird Entropielosung genannt und geniigt folgender Entropiebedin-
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Abbildung 4.11: Fraktionale Durchflussfunktion fy(Sy) und ihre Ablei-
tung im Fall einer quadratischen relativen Permeabilitét-
Sattigungs-Beziehung

gung:

fw(SW) B fw(syv)
S, — Su

fW<Sw) — fW(Ssv>
Sy — Sd

2 VUSchock = s VSW S [S\()iw SLJV} . (452)

Satz 4.1 (ohne Beweis)
Es gibt genau eine schwache Lisung, die die Entropiebedingung erfillt.

Im nachfolgenden Abschnitt werden Beispiele fiir die Entropiebedingung
gezeigt und mit ihrer Hilfe eine Losung konstruiert.

Beispiele:

Im Fall b) aus Abbildung ist die Entropiebedingung nicht erfiillt. Fiir
die Geschwindigkeit an der Schockfront ¢ gilt: o = f/. In diesem Fall ist die
Unterstromgeschwindigkeit vq kleiner als die Oberstromgeschwindigkeit v,
daher gilt:

Fu(S0) > fu(S3)- (4.53)
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Abbildung 4.12: Charakteristiken fiir eine nicht-physikalische Losung des
BUCKLEY-LEVERETT-Problems

Betrachtet man nun die Entropiebedingung (£52) und bildet auf der lin-
ken Seite sowie auf der rechten Seite den Grenziibergang S, — S¢ und
Sy — S84 erhilt man

fx;v(svuv) 2 VUSchock = f‘;,(Sg) (4.54)

Die Voraussetzung (A53)) erfiillt die Bedingung (4.54]) nicht und geniigt somit
nicht der Entropiebedingung.

Konstruktion einer Losung mit Hilfe der Entropiebedingung:

Die Entropiebedingung gilt fiir alle S, € [Sf,iv, SV“V} In diesem Fall kann Sy
geschrieben werden als:

Sey=aSt+(1-a)s®, acl0,1]. (4.55)
Elementare Umformungen liefern:

Se— Sy =054 — (aSy+(1—a)Ss) =a (St —53), (4.56)
Se—Se=(1—a) (S —54). (4.57)
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a) entropy condition satisfied

shock
front

b) entropy condition not satisfied

Abbildung 4.13: Entropiebedingung fiir eine diffusive Front

Daraus folgt eingesetzt in Gleichung (4.52))

Fu(S2) — FulS) Ful(Sa) — FulS9)
o (Sy = 5g) 7 Uk 2 (1) (S — 54)

(1= a) (f(S3) = fu(Sw)) = a (fu(Sw) = fu(S3)) »
Ful(Sw) < (1= @) fiu(S2) + afu(S9)  fir a € [0,1]. (4.58)

Die rechte Seite von Ungleichung (4.58)) beschreibt die Verbindungsgerade
zwischen (SY, f,,(S%)) und (S¢, £, (S%)). Daraus folgt, dass der Graph der
fraktionalen Durchflussfunktion unterhalb dieser Geraden verlaufen muss,
siche Abbildung .14l

Nun werden drei Beispiele betrachtet, um den Verlauf der Sittigung,
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fW
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fw(Sw)
f,,(SY)
d u
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Abbildung 4.14: Beispielhafter Verlauf der fraktionalen Durchflussfunktion,
bei dem die Entropiebedingung erfiillt ist.

der von der Massenbilanz an der Schockfront (Rankine-Hugoniot-Bedingung)
und der Entropiebedingung abhéngt, zu beschreiben. Das erste Beispiel wird
den Fall aufzeigen, dass die Entropiebedingung nicht erfiillt ist und ein zwei-
tes Beispiel wird die Rankine-Hugoniot-Bedingung nicht erfiillen. Das dritte
Beispiel wird dann die physikalisch korrekte Losung zeigen. Fiir die Was-
sersittigungen Ober- bzw. Unterstrom ist gegeben: S = 0.7 bzw. S¢ = 0.25.

Beispiel 1: Entropiebedingung ist nicht erfiillt.

Der Verlauf der fraktionalen Durchflussfunktion sowie ihre Ableitung sind
in Abbildung dargestellt. Wie aus Ungleichung (4.58)) folgt, muss der
Graph der fraktionalen Durchflussfunktion unterhalb der Verbindungsgera-
den zwischen f,(S%) und f,(S9) verlaufen, damit die Entropiebedingung
erfilllt ist. Wahlen wir nun Sy, > S%, erkennt man, dass Gleichung (L58)
verletzt und somit die Entropiebedingung nicht erfiillt ist.

Beispiel 2: Rankine-Hugoniot ist nicht erfiillt.

In diesem Fall wird versucht, einen Verdiinnungsfdcher zu konstruieren, der
bis zum Wendepunkt der fraktionalen Durchflussfunktion verdiinnt.Erst da-
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Abbildung 4.15: Entropiebedingung ist nicht erfiillt.

nach soll der Sprung stattfinden. In Abbildung .17 wird deutlich, dass dann
die Rankine-Hugoniot-Bedingung nicht erfiillt sein kann. Die Charakteristi-
ken wiirden sich das erste Mal entlang der Charakteristik schneiden, entlang
derer die Sattigung den Wert S; = 0.50 hat. Dies wiirde bedeuten, dass
sich die Unstetigkeit entlang dieser Charakteristik ausbreitet, was jedoch die
Rankine-Hugoniot-Bedingung verletzt. Denn diese gibt vor, welche Steigung
die Gerade haben muss, entlang derer sich die Unstetigkeit ausbreitet. Ab-
bildung zeigt ebenfalls, dass die Rankine-Hugoniot-Bedingung verletzt
ist, z.B. hat man an der Stelle ¥ = 3 eine Mehrdeutigkeit der Losung, die
nicht zuléssig ist.

Hieraus folgt, dass die Verdiinnung maximal bis zum Tangentenpunkt St
stattfinden darf.
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Abbildung 4.16: Rankine-Hugoniot-Bedingung ist nicht erfiillt.

Beispiel 3: Physikalische Losung.

Aus den beiden vorherigen Beispielen wurde deutlich, dass die Entropie-
sowie die Rankine-Hugoniot-Bedingungen Einschrankungen an S¢. vorgeben.
Eine physikalisch korrekte Losung muss folgende Punkte beriicksichtigen:

e Die Entropiebedingung ist erfiillt, falls gilt
Su < St

e Die Rankine-Hugoniot-Bedingung ist erfiillt, falls gilt
Su > St

Man erhélt eine physikalische Losung falls S% = St ist, d.h. der Sprung der
Anfangsbedingungen von Sy, nach 1 —S,; kann nicht auf einmql stattfinden,
dennoch muss dieser Bereich iiberbriickt werden. Aus obigen Uberlegungen
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Abbildung 4.17: Charakteristiken fiir den Fall, dass die Rankine-Hugoniot-
Bedingung nicht erfiillt ist.

folgt, dass ein Sprung nur bis zum Tangentenpuntk S! stattfinden kann,
danach tritt ein Verdiinnungsfécher auf.

Somit wurde eine mathematisch und physikalisch korrekte Losung gefun-
den. Die Sprungunstetigkeit breitet sich entlang einer Charakteristik aus und
die Sprunghéhe bleibt auf alle Zeit unveréndert (siehe Abbildungen .18 und

E19).
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Abbildung 4.18: Physikalisch korrekte Losung.
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Vortrag 5

Modellgleichungen fiir
Sedimentations-Konsolidations-
Prozesse

AUSGEARBEITET VON HARTMUT EICHEL.

5.1 Einleitung und Gliederung

Der kombinierte Effekt von Sedimentation und Konsolidation ist ein vielge-
nutzter industrieller Prozess, um Suspensionen in ihre fliissigen und festen
Bestandteile zu trennen. In dieser Arbeit soll die phédnomenologische Theorie
mit den dazugehorenden Erhaltungsgleichungen skizziert werden. [I]

Zuerst werden die Bilanzgleichungen vorgestellt, die im weiteren Verlauf
mit Hilfe der konstitutiven Beziehungen umformuliert und anschlieBend mit-
tels der Dimensionsanalyse vereinfacht werden. Zum Schlufl wird das Glei-
chungssystem auf eine eindimensionale Betrachtung reduziert.
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5.2 Erhaltungsgleichungen

5.2.1 Annahmen

Es werden die folgenden Annahmen getroffen: Alle Partikel sind klein im
Verhéltnis zum Behélter und haben die gleiche Dichte. Sowohl die Partikel
als auch die Flocken sind inkompressibel. Es gibt keinen Massenaustausch
zwischen den Phasen. Gravitation ist die einzige Volumenkraft.

5.2.2 Massen- und Impulserhaltung

Es werden die folgenden Variablen verwendet: die volumetrische Feststoff-
dichte ¢, die Geschwindigkeiten der Komponenten vy und vy, die Cauchy-
schen Spannungstensoren Ty und Ty, die externe Korperkraft b und die
Fest-Fliissig Interaktionskraft m.

“Die allgemeinen nicht material-spezifischen Bilanzgleichungen lauten*

la) Kontinuitétsgleichung fiir den Feststoff:
9¢

o TV (ove) =0 (5.1)
1b) Kontinuitatsgleichung fiir das Fluid:

a(1—

% FV (1= d)ve) =0 (5.2)

Verwendet man die volumengemittelte Geschwindigkeit der Mischung q :=
ovs + (1 — ¢)ve dann erhdlt man die Kontinuitétsgleichung der Mischung,.
1c) Kontinuitatsgleichung fiir die Mischung:
V-q=0, (5.3)
2a) Impuls—Gleichung fiir den Feststoff:
Dvy,

2b) Impuls—Gleichung fiir das Fluid:
Dv
p(l = @) =V -Ti+pi(l~¢)b—m (5.5)

Dt
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5.3 Konstitutive Beziehungen

5.3.1 Konstitutive Variablen

Bis jetzt wurden noch keine Annahmen zu den Materialeigenschaften getrof-
fen. Diese gehen nun iiber konstitutive Beziechungen in die Gleichungen ein.

Es wird postuliert, dass alle Variablen, die bestimmt werden sollen, iso-
trope Funktionen der konstitutiven Variablen sind. Diese werden ausgewéhlt.

é = {¢7 ngv Ps; Pty Vs, Vi, VVS7 vaa 8tVs, 8tVf}- (56)

Im folgenden wird nun ein Satz objektiver Variablen ausgewéhlt, d.h. Varia-
blen die unabhéngig vom Beobachter sind. Die Relativgeschwindigkeit zum
Beispiel ist unabhéingig vom betrachteten Koordinatensystem, ebenso ihre
Ableitungen.

C ={0,Vo, ps, pr, Vi, (Ve- V)i, Vv + (Vo) Vv + (Vve) T, Div, ) (5.7)

Es wird angenommen, dass die konstitutiven Gleichungen fiir den Cauchy-
schen Spannungstensor und die Fest-Fliissig-Interaktionskrifte linear in be-
zug zum Geschwindigkeitsfeld sind.

T = —pd + p1s[Vvy + (V)] + A (V)L (5.8)
Te = —pel + 11t[Vve + (Vve)'] + M (Vv

Dv,
m = —av, + V¢ + 7 D‘; . (5.10)

a, # und v sind skalare Funktionen, die abhéngig von ¢ sind.

5.3.2 Porendruck und Feststoffspannungsanteil

Die bisher verwendeten Driicke ps und p¢ sind die Komponentendriicke, d.h.
nicht messbare theoretische Grofien, die nun durch den Porendruck und den
Feststoffschubspannungsanteil ersetzt werden.

pi=Dps+pr=p+0e (5.11)

Um dies zu erreichen wird die folgende Uberlegung angestellt. Wenn S; der
Anteil eines Querschnitts S ist, der von Fluid ausgefiillt wird, und die Ober-
flichenporositit definiert ist als € := |S¢| /|S], d.h dS; = ¢ dS, dann ist der
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wirkende Druck auf das Fluid in einem Querschnitt im Sediment

/Pf ds = /f)dsf = /ﬁ(E ds). (5.12)

s St s
Wenn man nun weiterhin annimmt, dass die Oberflachenporositit eine Funk-
tion der Volumenporositét ist, die sich kontinuierlich mit der Tiefe verédndert,
dann kann man, wenn man keine spezielle Form der Flocken annimmt, eine
moglichst einfache Funktion wéhlen, die den Anforderungen entspricht.
Der Einfachheit halber wird hier ¢ = 1 — ¢ angenommen. Damit ergibt

sich in Gleichung (5.12))
/ prdS = /ﬁ(l — $)ds. (5.13)

S S

Daraus folgt dann

pe=(1—¢)p (5.14)
und mit Gleichung (G.1TI)

bs = ¢ﬁ + Oe. (515)
Die Impulserhaltungsgleichungen lauten nun:

Dvy .
pbs = V(8P = Vo +V - TF — p.gk+m, (5.16)
Dv -
pe(1— ¢)D—tf = —V((1=¢)p)+V-TF —pe(1 — )gk —m.  (5.17)

Da die Stromung der Fliissigkeit vom Porendruck, der {iber den hydrosta-
tischen Druck hinausgeht, angetrieben wird, ist es sinnvoll, den Poreniiber-
druck

pe =P — prg(H — z2) (5.18)

zu verwenden. Diese Substitution wird zum Schlufl durchgefiihrt.

5.3.3 Fest-Fliissig-Interaktionskraft

Die Fest-Fliissig-Interaktionskraft besteht aus zwei Anteilen, einem hydrosta-
tischen my, und einem dynamischen my. Aus der Impulserhaltungsgleichung

(EI7) kann
my, = BV = V6 (5.19)

bgeleitet werden.
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5.4 Relativgeschwindigkeit und Impuls-
gleichung der Mischung

5.4.1 Relativgeschwindigkeit

Die beiden Impulserhaltungsgleichungen (5.16]) und (5.17) werden nun nach
dem Porendruck bzw. dem Feststoffspannungsanteil aufgelost und die Glei-
chung (5.19) eingesetzt. Mann erhélt dann

Dv,

Dv,
Vo. = —pubt = V5V TE — pigk+av, +9—t,  (5.20)
_ Dv¢ 1 B Dv,
e k+ — .T . — . 21
VP = —pipe — i +1_¢{V P avi =y (5.21)

Um nun einen Ausdruck fiir v, zu erhalten, setzen wir Gleichung (5.21]) in
(520) ein und erhalten:

1—¢ Apgp(l1—¢), 11— 5 ¢ E
e k vrE - 2 _yT
@ e @) a@
(1—9¢)o Dv, Dvy 1 Dv, '

Um spéter die Formel leichter vereinfachen zu koénnen, fithren wir nun die
Kynchsche Flussdichtefunktion fp ein

~ Apgg*(1 - ¢)?

= 2
fu(0) TEIR (5.23)
und erhalten einen neuen Ausdruck fir v,:
f bk(¢) E 1 E
Vv, =————+——— |Vo.— ¢Apgk + T — ——VT
Bpgor(l—9) |77 02 e

Dv, va) 1 (¢)Dvr
Dt D) 1-¢ "Dy |

+o(ps

5.4.2 Impulserhaltung der Mischung

Wir erhalten die Impulserhaltungsgleichung der Mischung, wenn wir die Glei-
chungen der Komponenten (5.4]) und (5.5 addieren:

p(0) T = —Vp+ V- TF = p(6)gk, (5.25)
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wobei p(¢) = ps® + pr(1 — @) die lokale Dichte der Mischung ist und

1
V= _(p5¢vs + pf(l - ¢)Vf) (5'26)
p(o)
die massengemittelte Geschwindigkeit ist. In Gleichung (5.25]) kann man nun
den viskosen Spannungstensor durch in [1] abgeleitete, hier nicht aufgefiihrte
Umformungen explizit angeben. Dann kommt man zu folgender Reformulie-

rung von Gleichung (5.25)).

p(cﬁ)% +V- <Wwvr> = —p(¢)gk—

— VD + mix(0) VA + (Vimix(9)) - [Va + (q)] — ¥(Dgg). (5.27)

Der Term W ist eine stark nicht lineare Funktion, die hohere Ableitungen von
¢ enthélt.

5.5 Dimensionsanalyse

Es wird nun eine Dimensionsanalyse durchgefiihrt, um die Grofie der Terme
in den Gleichungen (5.24) und (5.27) abzuschétzen. Fiir die Tiefe des Se-
dimentationstanks wird dabei eine charakteristische Lénge L angenommen
und ein dimensionsloser Strémungsgradient defininiert als V*u = LVu. Die
Grofle der Flocken d soll viel kleiner sein als die Lange L (L > d). Es miissen
zwei Geschwindigkeiten definiert werden. Eine Geschwindigkeit U, die die vo-
lumengemittelte Geschwindigkeit der Mischung q darstellt und u.,, die die
relative Geschwindigkeit v, représentiert.

Damit ergeben sich die beiden dimensionslosen Geschwindigkeiten q* =
U~'qund v} = uv,. Da in diesem speziellen Fall die Stromung ausschlief3-
lich durch die Schwerkraft angetrieben wird, kann man U = u,, setzen und
eine charakteristische Zeit mit ¢y = L/us wéhlen. Die Dichten und Visko-
sitdten werden mit der Dichte und der dynamischen Viskositét des Fluids di-
mensionslos gemacht. Hieraus ergeben sich die beiden dimensionslosen Kenn-
zahlen: die Froude-Zahl und die Reynolds-Zahl der Sedimentation.

U2 2 disg

Regeq 1= —2 (5.28)

Fri=—=—2=
g gL gL’ %

mit vy = pg/pr als typische kinematische Viskositét.



84 Modellgleichungen

Fiir den hier betrachteten Fall werden die folgenden Groflenordungen an-
genommen uy,, = 107% m/s (Sinkgeschwindigkeit einer einzelnen Flocke),
d =10"* m (angenommener Durchmesser einer Flocke), L = 1 m (Hohe des
Sedimentationstanks), vy = 107% m?/s (kinematische Viskositét von Wasser)
und ¢ = 10 m/s®> (Erdbeschleunigung). Damit ergeben sich die folgenden
Grofien der Kennzahlen

d Fr

F = 10_9 R sed = 10_2’ —_
' ’ Foed LResed

=10"". (5.29)

Mit diesem Ergebnis kénnen wir nun die Gleichung der relativen Geschwin-
digkeit vereinfachen. Sie ist nun nur noch eine Funktion von ¢ und Vo,:

o ful@)
C Apge?(1—9)

Wenn man sich entschlielt, sowohl die advektiven Beschleunigungsterme als
auch die viskosen Spannungsterme zu vernachléssigen, welche mit der Frou-
dezahl bzw. mit dFrReS_eéL—l multipliziert werden, erhalten wir die folgende
Gleichung

Vp = p(¢)gk

oder wenn wir den totalen Druck ersetzen mit dem Poreniiberdruck p. und
dem Feststoffschubspannungsanteil o,

Vpe = =V(0e(9)) — Apgok. (5.31)

In dieser Gleichung tritt nun q nicht mehr auf. Diese Gréfle kann also nicht
mehr aus den Gleichungen bestimmt werden.

[Voe(¢) + Apgekl. (5.30)

5.6 Endgiiltige Form der Gleichungen

Wir haben nun den folgenden Satz von Gleichungen erhalten, wenn wir die
Gleichung (5.27)) nicht vereinfachen.
Die Kontinuitatsgleichungen lauten dann
99
¢ TV (@At fu(d)k) =V - (a(9) V), (5.32)
V.-q=0. (5.33)



5.7 Diskussion 85

Die Gleichung (5.27) wird noch umgeschrieben, um die Analogie zur Navier-
Stokes-Gleichung zu verdeutlichen:

22 ¢ pin($)Aq — Vp, =

Dt
Vou(6) + Apgdk + p(0)(q- V)(r(@)v) + (r(6)vs) - V)
V(@) - [V (VQ)T] + W4 (D% 6) + (Dzw, %) . (5.34)

wobei Wy und Wy nicht lineare Funktionen sind, die physikalisch gesehen, die
Interaktion des Konzentrationsfeldes ¢ mit dem Geschwindigkeitsfeld q und
der Poreniiberdruckverteilung p, beschreiben.

Die letzte Gleichung ist dann die durch die Dimensionsanalyse vereinfach-
te Gleichung (530), die die relative Geschwindigkeit beschreibt

e o
V= Rad? (1 —0) [Voe(9) + Apgok]. (5.35)

5.6.1 Eindimensionaler Fall

Im eindimensionalen Fall ergibt Gleichung (5.33]), dass ¢ nur noch von ¢
abhéngt. Damit lautet die Kontinuitédtsgleichung

8¢ d 9

St 5000+ Fu(0) = 5 (a5 (5:30

und fiir die Impulserhaltung

%—_M_Apg¢+\pl+\]}2_

0z 0z
p(@)q(t) O [ fox(d) (O(oe(d))
g E(p«w( RE M"ggb))' (5:37)

5.7 Diskussion

Zuerst betrachtet man Gleichung (5.32)). Man nimmt an, dass fy, die fol-
genden Bedingungen erfiillt: fox(0) = fok(dmax) = 0 und fri(¢) < 0 fiir
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0 < ¢ < ¢max- Die rechte Seite der Gleichung zeigt dann, dass diese Glei-
chung stark entartet parabolisch oder parabolisch-hyberpolisch ist, weil

(4) =0 fir ¢<¢.und ¢ = @y : Gleichung (5.32)) ist hyperbolisch,
¢ <0 fir ¢, < ¢ < dmax : Gleichung (5.32) ist parabolisch.

Die Losungen sind meistens diskontinuierlich, was zum einen an der hyberbo-
lischen Form der Gleichungen liegt zum anderen aber auch an der nichtlinea-
ren FluBfunktion. Weger dieser Nichtlinearitdten konnen selbst bei glatten
Anfangs- und Randbedingungen Unstetigkeiten auftreten.

Dies wiederum erfordert schwache Losungen und damit verbundene Entro-
piebedingungen. Ein typisches Beispiel einer solchen Diskontinuitit ist die
Grenzflache zwischen der Suspension und dem Sediment, die sich wihrend
des Absetzvorgangs bildet.
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Vortrag 6

Skalare hyperbolische
Erhaltungsgleichungen

AUSGEARBEITET VON STEFAN BERRES.

Die Modellierung von Sedimentationsprozessen durch partielle Differen-
tialgleichung, die auf Kynch zuriickgeht, ist im skalaren Fall inzwischen aus-
giebig behandelt worden [I]. Im Sedimentationsmodell von Kynch wird an-
genommen, daf§ die Absetzgeschwindigkeit von Teilchen in einer Suspension,
also einer viskosen Fliissigkeit mit fein verteilten (‘dispergierten’) Feststoff-
teilchen, ausschliefllich vom lokalen Volumenanteil der Teilchen abhéngt, so
daBl man unter zusétzlichen natiirlichen Voraussetzungen eine skalare Masse-
nerhaltungsgleichung in einer Raumdimension erhélt. Die Behandlung span-
nender Anwendungen wie Zenrifugation, Druckfiltration, Sedimentation in
Behiltern mit variablen Querschnitten, Fluidisierung oder die Modellierung
polydisperser Suspensionen stellt eine Herausforderung an die Entwicklung
und Anpassung analytischer sowie numerischer Methoden dar.

6.1 Sedimentation mit Kompression

Man unterscheidet ideale Suspensionen, die aus starren Kugeln bestehen, von
ausgeflockten Suspensionen, bei der sich die Partikel (Feststoffflocken) bei

88
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Beriihrung verformen kénnen und deswegen kompressible Sedimentschichten
bilden.

Fiir die Modellierung der Sedimentation mit Kompression in einem unten
geschlossenen Behilter betrachtet man das eindimensionale Modellproblem

due.t) | Of(u(e.t)  IPAlulz.b))

ot T Ox B Ox? (6.1)

u(z,0) = uo(x) (6.2)

mit (z,t) € (0,L)x(0,T), T > 0und A(u) = [} a(s)ds, a(-) > 0. Auerdem

soll ug € L1(R) N L>®(R) und f sowie A hpsch1tzstet1g sein.
Die Feststoffflufldichtefunktion fiir schubweisen Betrieb sei durch

umax

Fu) = firlu) = usou <1 — )C (6.3)

mit der Stokesgeschwindigkeit .., der maximalen Packungsdichte ., und
dem Richardson-Zaki-Exponenten n bestimmt und der Diffusionskoeffizient
durch

_ f(w)og(u)
0 fiir u < u.,
e = 00 {(g) —1} fiir u > u, (6.5)

mit der effektiven Spannung o., der Dichtedifferenz zwischen Feststoff und
Fliissigkeit Ap und der Fallbeschleunigung g sowie den Konstanten oy >
0,n > 0,u. € (0, Umax) bestimmt. Die kritische Konzentration u. zeigt dan
Schwellenwert fiir die Konzentration an, ab dem sich die Teilchen beriihren.

6.2 Typeneinteilung fiir Evolutionsgleichun-
gen

Aus der stiickweisen Definition der effektiven Spannung folgt, dafl der Diffu-
sionskoeffiezient der Fallunterscheidung

= fii < Ug; = Umax;
a(u){ 0 fru<u; u=u (6.6)

<0 fir ue < U < Upax.
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geniigt, also die Gleichung (6.1]) fir a(u) = 0 hyperbolisch ist und fiir a(u) >
0 parabolisch, so dafl ein Beispiel einer stark entartenden hyperbolisch-pa-
rabolischen Gleichung vorliegt. Insbesondere sei darauf hingewiesen, dafl o/
und damit auch a(u) an der Stelle u. unstetig sein kann.

Im Rest dieses Abschnittes wollen wir uns auf den inkompressiblen Fall
(a = 0) beschrénken und mit der Konstruktion von Lésungen skalarer hyper-
bolischer Erhaltungsgleichungen der Form

ou  Of(u)

—— =0, 0<z<L, t>0 6.7
at " ox U= te i (6.7)

befassen.

6.3 Integral- und Differentialform
von Erhaltungsgleichungen

Wir betrachten die Erhaltungsgrofie u(z,t) (z.B. eine Massendichte oder ein
Impuls) in einer Raumdimension. Sei f;f u(zx, t)dr die Gesamtmasse im Inter-
vall [x1, 23] zum Zeitpunkt ¢ und f(u(z,t)) der Massenflul (z.B. f(u(z,t)) =
u(z, t)v(z,t) mit v(x,t) als lokaler Geschwindigkeit), dann ergibt sich die
Massenverdnderung im Intervall [xq, x| aus der Differenz der Fliisse in x;
und 9,

%/: u(x,t)dx:/tle(xl,t)dt—/t12f(:v2,t)dt. (6.8)

Neben dieser zeitlich semidiskreten Integralform ergibt sich die Integralform
der Erhaltungsgleichung aus der anschliefenden Integration {iber das Zeitin-
tervall [tq,ts],

/22 u(z, ty)dr = /x2 u(z, ty)dr + / 2 [z, t)dt — / 2 f(za, t)dt.
1 z1 1 t1 (69)

Zur Herleitung der Differentialform der Erhaltungsgleichung wird die Diffe-
renzierbarkeit von u(z,t) und f(u) angenommen. Mit

(e, ts) — ula, ) = / Q%U(x,t)dt (6.10)

t1
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und
X9 8
flaat) = fart) = [ 5L fla s (6:11)
folgt
/t2 /I2 2u(av t)+ ﬁf(u(x t)) pdxdt =0 (6.12)
o Je, LOET Ox ’ B '

Da dies fiir alle Abschnitte [x7, 25| sowie Zeitintervalle [tq, 5] gilt, schlieBen
wir, dafl der Integrand verschwinden muf}, und erhalten so die differentielle
Form der Erhaltungsgleichung,

0

Sul.t) + 5 f( (,1)) = 0. (6.13)

6.4 Schwache Lésungen
einer skalaren Erhaltungsgleichung

Wir betrachten das Anfangswertproblem (Cauchy-Problem)

ou  Of(u)
ot g =0 (6.14)
u(z,0) = ug(x) fiir r € R (6.15)

auf Q = {(z,t)|z € R,t > 0}. Eine Funktion u(z,t) € BV () N L* heift
schwache Lésung der nichtlinearen skalaren Erhaltungsgleichung (6.7]), wenn
fiir alle Testfunktionen ¥ € C§°(Q) gilt:

[ (w225 pate ) 252D v

(6.16)

—i—/ Y(z,0)u(x,0)dx = 0.
Die schwache Form erhdlt man durch Multiplikation von (6.7)) mit der Test-
funktion ¢ € C§°(Q2), Integration tiber §2 und anschlieBender partieller Inte-
gration.
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6.5 Das Charakteristikenverfahren

Wir nehmen zunéchst an, da§ die Losung u(-,ty) glatt ist. Dann definiert
man die Charakteristik als Losung des Anfangswertproblemes

Calt) = F(ule(t) 1), (6.17)
x(tg) = o. (6.18)

Dann ist wegen

d o 0 d

ul(t).t) = —ula(t). t) + —-u(a(t), 1) 2 a(t) (6.19)
= 2D pa(agey ) 2400 (6:20)
~ Ou(x(t),t) | Of(u(z(t),t))
_ o + o -0 (6.21)

die Losung lings einer Charakteristik konstant (d.h. fiir die Charakteristik
(x(t),t) gilt u(z(t),t) = u(xo,tg)) und eine Charakteristik ist eine Gerade
mit der Steigung f’(zo, o),

z(t) = xo + [ (up(xo))t. (6.22)

Falls die stiickweise konstanten Anfangsdaten voneinander verschieden
sind, konnen sich die konstruierten Charakteristiken schneiden oder ausein-
anderlaufen. Das Verfahren wiirde mehrwertige oder mehrfache Losungen
liefern.

6.6 Das Riemann-Problem

Die Erhaltungsgleichung mit stiickweise konstanten Anfangsdaten

fiir 2 > 0
u(w,0) = {“‘ w0 (6.23)

u, fir r < 0,

die nur eine einzige Unstetigkeit haben, ist als Riemann-Problem bekannt.

Im Fall konvexer Fluifunktionen treten bei einer Konstruktion nach der
Charakteristikenmethode fiir u; < u, dreiwertige Losungen auf und fiir u; >
u, ist die Losung uneindeutig.
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6.7 Stoflgeschwindigkeit

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines Stofles kann aus der Erhaltungsei-
genschaft bestimmt werden. Seien x; und z, so gewahlt, dal x; < st < x,
gilt, dann kann die Erhaltungsgleichung in zeitlich semidiskreter Integralform

63) als
% :r u(x(t),t) = flu(x), t) — flu(x,),t) = flw) — flu) (6.24)

geschrieben werden. Andererseits gilt auch

/: u(x(t), t) :/Stu(m,t)d:v—i—/xru(m,t)dx (6.25)

x] st
= (st + x1) + u, (st + z,) (6.26)
und somit
d [*
— s(uy + uy) = s(up — uy). (6.27)
dt J,,

Aus dem Vergleich von (6.24) und (6.27)) ergibt sich die Sprungbedingung
von Rankine-Hugoniot

flw) = flue) = s(m — ). (6.28)

6.7.1 Entropielosungen

Eine Entropielésung des Cauchyproblems (6.I4]) ist eine Funktion, die der
Anfangsbedingung u(x,0) = wug(x) fiir z € R geniigt. An Stetigkeitspunk-
0 0
ten geniigt die Entropielosung der Differentialgleichung a—? + g(u) = 0,
x
an Unstetigkeitspunkten der Rankine-Hugoniot-Bedingung (6.28]) und der
Entropiebedingung von Oleinik
<s<

f) = fw) _ | S = )

U — U U — Uy

YVu € (min(uy, u, ), max(u,, u;)).
(6.29)

gilt. Auf konvexen Hiillen einer Flufunktion reduziert sich die Entropiebe-
dingung von Oleinik auf die Entropiebedingung von Lax,

f'w) < s < f'(u). (6.30)
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6.8 Geometrische Deutung der Entropiebe-
dingung

Graphisch veranschaulicht ist s die Steigung derjenigen Geraden, die in einem
Diagramm der FluBifunktion die beiden Punkte (u;, f(u;)) und (u,, f(u,))
miteinander verbindet und die Entropiebedingung ist erfiillt, falls fiir v; < w,
diese Gerade vollstdndig oberhalb oder fiir u; > u, vollstdndig unterhalb des
Funktionsgraphen liegt.

Durch das Aufspannen der konvexen bzw. konkaven Hiille zwischen u; und
u, im Graphen konnen die Bereiche ermittelt werden, in denen die Entro-
piebedingung erfiillt ist (ndmlich dort, wo die Hiille nicht mit dem Graph
iibereinstimmt) und wo deshalb entweder Stoff sein darf oder die Entropie-
bedingung verletzt ist, und eine kontinuierliche Lésung eingefiigt werden muf3

(s.u.).

6.9 Viskositatsansatz

Der Moglichkeit mehrwertiger oder mehrfacher Lésungen kann durch den
Viskositditsansatz
ou®  Of(u°) 0*uf
= , eR,t>0 6.31
o " or o " (6.31)
u(z,0) = up(x) (6.32)

bei dem die Gleichung (6.17) durch einen Diffusionsterm auf der rechten Seite
regularisiert wird, ausgeschlossen werden, da der Diffusionsterm bewirkt, dafl
die regularisierte Losung u® glatt ist und der Grenzwert lim._ou® eindeutig
bestimmt ist. Die Gleichung (6.31]) ist strikt parabolisch; hier sind Existenz-
und Eindeutigkeitsresultate klassisch [2] 4]

Aus dem Viskositédtsansatz 148t sich die Entropieungleichung

In(u) | 0(u)
ot + or

die freilich nur im schwachen Sinn gelten kann, herleiten, indem (G.31]) mit
der ersten Ableitung einer konvexen Funktion 1 multipliziert wird, man eine
weitere Funktion v einfiihrt, die die Vertriglichkeitsbedingung

V() = n'(u) f'(u) (6.34)

<0, (6.33)
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erfiillen soll und schliesslich die Kettenregel anwendet.
Die Entropieungleichung ergibt sich daraus, daf3 die rechte Seite von

wegen der Konvexitdt von n (n(u)” > 0) sowie der Tatsache, daf der linke
Term der rechten Seite schneller verschwindet, negativ ist. Das Paar (n, )
wird auch Entropie-Entropieflufl-Paar genannt. Das Ungleichheitszeichen gilt
im Falle eines Sprunges, fiir glatte Losungen gilt das Gleichheitszeichen wegen

on(u)  oY(u) ., ou ., ou ou  Of(u)
e+ e =G g =G+ 45 <o

(6.36)

6.10 Konstruktion globaler Lésungen

Mithilfe der Charakteristikenmethode unter Beriicksichtigung der Entropie-
bedingung l&8t sich die Losung von jedem Anfangwertproblem bzw. Cauchy-
problem mit stiickweise konstanten Anfangsdaten konstruieren.

In der Sedimentation kann man das Verhalten einer Suspension mit ho-
mogener Anfangskonzentration ug in einem Behélter der Hohe L als Cauchy-
problem auffassen. Und zwar gilt (6.7]) mit einer Flufunktion wie z.B. (€3]
sowie die Anfangsbedingung

0 fiir x > L,
w(z,0) =quy  fir 0 <z <L, (6.37)

Umax  LUr z < 0.

Die Geschlossenheit des Behélters wird hier dadurch ausgedriickt, dafl der
Behélter am Boden (und darunter) die maximale Konzentration ., hat.
Der Behilter ist bis zur Hohe L mit einer homogenen Anfangskonzentration
ug gefiillt, oberhalb der Hohe L befindet sich kein Feststoff.

Falls man die Flufunktion durch eine stiickweise lineare Funktion ersetzt,
kann die Losung durch wiederholte Losung von Riemann-Problemen konstru-
iert werden. Aus dieser Konstruktionsmethode 148t sich auch ein numerisches
Verfahren entwickeln. [3].
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6.11 Lo6sung von Riemann-Problemen mit kon-
vexer Flufifunktion

Sei f eine konkave FluBifunktion und A die Umkehrfunktion von f’. Dann ist
die Losung des Riemann-Problemes ([6.23)) fiir u; < u, ein Stofl mit der Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit s geméfi der Rankine-Hugoniot-Bedingung (6.28)),

fii < st
w(a,t) =4 =S (6.38)
u, fir x > st.

und fiir u; > u, erhélt man den Verdiinnungsfiacher

w fiir © < f'(wy)t
u(x,t) = < h(z/t) fir f'(w)t < z/t < f'(u)t (6.39)
u, fiir x> f'(u,)t.

6.12 Lo6sung eines Riemann-Problems
mit einer Flu3funktion mit zwei Wende-

punkten
Sei
o(u,v) = w (6.40)

die Steigung der Sekante einer Funktion zwischen v und v und

S (u,v) = {(z,y) & € [min(u,v), max(u,v)],
y=[flw) +o(u,v)-(y—u)}
die Sekante. Ein Riemann-Problem fiir eine Flu§funktion f mit zwei Wende-

punkten und lim, . f(z) = oo sei so konstruiert, daf die Sekante zwischen
u; und u, die Flufunktion zweimal schneidet. Dann sind " < u; mit

uy :=sup{u >n:o(n,v) <o(n,v) fir alle v € (n,u)} (6.41)
uy ==sup{u <n:o(n,v) <o(n,v) fir alle v € (u,n)} (6.42)

T

Tangenten von u; und u, an die FluBfunktion.
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Die Sehnen . (uy, uy), < (uf, uf) und & (ul, u,) liegen vollstandig auf ei-

T

ner Seite des Graphen von f. Allerdings ist die Entropiebedingung von Lax
auf (uj,u) verletzt.

Die beiden Konstanten Zustdnde u; und u, werden durch die beiden Kon-
taktunstetigkeiten

z1(t) = f'(u)t = o(w, w*)t, (6.43)
2(t) = fl(ud)t = o(u}, u)t, (6.44)

sowie eine dazwischen liegende Verdiinnungswelle getrennt. Wegen

f(w) < o(u,wx) = f'(u)) (6.45)
fu)t = o(up, u) < f(ur) (6.46)

sind 21 (t) und z9(t) tatséichlich Kontaktunstetigkeiten. Die globale Losung
lautet also

w fiir z1(t) < z
u(z,t) = < h(x/t) fir 29(2) < 2 < z((¢) (6.47)
uy fiir 2z < 29(t).
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Vortrag 7

Mathematisches Modell der
Druckfiltration

AUSGEARBEITET VON HARTMUT EICHEL.

7.1 Einleitung und Gliederung

Filtration ist ein gingiger Prozess zur Trennung von Fliissigkeiten und Fest-
stoffen in verschiedenen industriellen Prozessen. Das erste Modell zur Filter-
stromung ist das von DARCY formulierte DARCY-Gesetz 1856. In den Sieb-
ziger Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts wurde dann ein weiterer Ansatz
einer wissenschaftlichen Beschreibung des Phénomens unternommen.

Im folgenden wird zuerst das physikalische Modell erlautert. Diese Mo-
dellvorstellungen werden dann mit Hilfe der Bilanzgleichungen in einem ma-
thematischen Modell abgebildet. AbschlieBend werden einige numerische Si-
mulationen mit verschiedenen Parametern gerechnet und diskutiert.

99
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7.2 Physikalisches Modell

Die Filtration wird mit einer Drucknutsche durchgefiihrt, die einen semi-
permeablen Boden besitzt. Das bedeutet, dass das Fluid die Nutsche durch
den Filter verlassen kann, wéhrend der Feststoff zuriickgehalten wird. Wei-
terhin wird von oben ein Druck aufgebracht, um den Filtrationsvorgang zu
beschleunigen. Dies kann entweder durch einen Kolben oder durch Druckluft
erreicht werden.

Man kann drei Zustédnde wahrend des Filtrationsprozesses unterscheiden.
Im Ausgangszustand ist eine homogene Verteilung der Suspension im ge-
samten Kolben vorgegeben, wobei u die volumetrische Feststoffkonzentration
angibt.

u(z,0) =up fir 0<z<hg (7.1)

Im weiteren Verlauf kénnen mehrere Zonen unterschieden werden. Eine Klar-
wasserzone direkt unterhalb des Kolbens u = 0, eine Zone mit geringerer
Konzentration als die Ausgangskonzentration, eine Zone mit der Ausgangs-
konzentration u = uo, eine zweite Ubergangszone sowie eine Zone in der die
kritische Konzentration tiberschritten ist. Als kritische Konzentration u. wird
die Konzentration bezeichnet, bei der die Flocken sich gegenseitig beriihren.
Dies ist auch die Konzentration bei der sich der Filterkuchen zu bilden be-
ginnt (AbbITIb).

Im dritten und letzten Abschnitt wird der Filterkuchen ausgepresst. Der
Kolben sitzt auf dem Filterkuchen auf. Es existiert lediglich noch eine Zone
mit u > u. in der eine Kompaktierung stattfindet.

7.3 Mathematisches Modell

7.3.1 Annahmen

Es werden die folgenden Annahmen fiir das Modell getroffen. Am Anfang ist
die Konzentration im Medium gleichverteilt.

u(z,0) = ug fiir 0<z<hy

Des weiteren wird angenommen, dass alle Partikel klein sind im Verhéltnis
zum Behélter und die gleiche Dichte haben. Sowohl die Partikel als auch
die Flocken sind inkompressibel. Es treten keine Flockungsprozesse zwischen
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a) Initial state b) Cake formation
t=0 0<t<te
i /piston
2 h(0)

o
o
o

o
——————— 10
membrane = ©

clear liquid

¢) Expression

t >t

i

clear liquid

Abbildung 7.1: Stufen des Filtrationsvorganges

den Partikeln auf und es gibt keinen Massenaustausch zwischen den Phasen.
Wir nehmen an, dass Gravitation die einzige Volumenkraft ist. Der Behélter
hat undurchléssige, reibungsfreie Seitenwénde sowie einen semipermeablen

Boden, wie bereits vorher beschrieben.

7.3.2 Bilanzgleichungen

Fiir das folgende Feststoff- und Fliissigkeitssystem konnen vier Erhaltungs-
gleichungen formuliert werden — jeweils zwei Massen- und zwei Impulser-
haltungsgleichungen. Die beiden Komponenten werden dabei als {iberlagerte

Kontinua angesehen.

la) Kontinuitétsgleichung fiir den Feststoff:

ou N 0
ot 0z
1b) Impuls—Gleichung fiir den Feststoff:

(uvg) =0

doe(u) mq
o~ MMMy

mit mq als der Fliissig-Feststoff Interaktionskraft.

(7.2)
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2a) Kontinuitdtsgleichung fiir die Mischung;:

9
0z
2b) Impuls-Gleichung fiir das Fluid:

=0 mit q:=uvs+ (1 —w)vy=vs+ (1 —u)v, (7.4)

dp . mq

(7.5)

—Uu

Damit sind sechs Unbekannte u, 0., vs, g (oder v¢), p und mq zu bestimmen.
Bis jetzt stehen uns aber nur vier Gleichungen zur Verfiigung. o, kann aus
den konstitutiven Beziehungen bestimmt werden und alle anderen Parameter,
d.h die Dichten sind Stoffkonstanten, die bekannt sind.

7.3.3 Filterkuchenbildung und Kompaktierung
7.3.3.1 Sedimentationsprozess

In der Sedimentationstheorie wird oft the Kynchsche Feststoffflussdichtefunk-
tion definiert als:

_ Apgu?(1 —u)?

fbk(u) = a(u) (76)
mit dem Widerstandskoeffizienten o(u) aus der konstitiven Beziehung
ma = —o(u)v;. (7.7)

Aus der Impulsgleichung (Z.3) und (Z6]) ergibt sich folgende Gleichung:

uvs = qu + fui(u) <1 + Z’}Egi%) (7.8)

Setzt man dies in (T.2]) unter Beriicksichtigung von (1.4) ein, so folgt

% + %(Q(t)u + fox(u)) = % (_%%) : (7.9)

Diese Gleichung beschreibt das Absetzen des Feststoffes bei der Sedimenta-
tion.
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Die Umformung der Impulsgleichung ([.5]) mit der Kynchschen Flufidich-
tefunktion ([.0)) liefert
dp Apgu*(1 — u)
— = —pfg — ———— V.
az /Ofg fbk (U)

Diese Gleichung kann genutzt werden um den Porendruck p a posteriori zu
berechnen. Damit braucht nur Gleichung (7.9]) gelést zu werden.

(7.10)

7.3.3.2 Konstitutive Beziehungen

Um zu zeigen, dass die Gleichungen von stark entartetem parabolischen Typ
sind, werden hier die konstitutiven Beziehungen noch einmal aufgezeigt. Man
nimmt an, dass o, fiir v < u. verschwindet und dass die Ableitung o/, fiir
u > U, positiv ist.

Die Funktion fy soll die folgenden Eigenschaften haben:

Jo(0) = for(tmax) = 0, (7.11)
fox(w) <0 fiir 0<u < Upax, (7.12)
fék(o) < 07 f{)k(umax) Z O~ (713)

Damit ist Gleichung (7.9)) in den Intervallen u < u, und u = up.x hyperbo-
lisch und auf dem Intervall u. < v < uya, parabolisch.

In Abb. siecht man den Verlauf der Kynchsche Fludichtefunktion,
die durch die vier hier genannten Funktionen gebildet wird. Die Funkion
3(u) ist eine kubische Spline Funktion, die die anderen beiden Funktionen
verbindet.

(0
fur u <0,03,
[ () := —5,9303 x 10~ u(1 — u)/0.3)**m/s
fir 0 <u <0,03,
fo(u) = Z3(u)
fur 0,03 <u<0,21,
fE(u) := —4,9758 x 10~ 2u=>Im/s

fur u>0,21.

\
Der Feststoffspannungsanteil wird durch die folgende Funktion abgebildet:

oo(tt) = 0 fur u < wu.:=0,25,
T 19000((w/ue)t — 1) Pa - fiur  u > ue.
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SO (9 kPa)
600 r
400
200
Ll f(@) [1070m/q] 0
0 0.05 01 015 02 025 03 035 0 0.05 01 015 02 025 03 035
o[-] ¢[-]
Abbildung 7.2:  Kynchsche Abbildung 7.3: Feststoffspan-
Flussdichtefunktion nungsanteil

7.3.3.3 Filterdurchstréomung

Bei Filterstromungen oder Stromungen in pordosen Medien allgemein wird
das Konzept der Porositdt ¢ = 1 — u eher verwendet als die volumetrische
Feststoffkonzentration. Mit der Porositét lautet Gleichung ((7.5])

dp mq

@b __ 14
5 Py =~ (7.14)

Nun wird im Gegensatz zur Sedimentation die Widerstandskraft mq mit Hilfe
einer anderen konstitutiven Beziehung beschrieben, dem Gesetz von DARCY:

Mt
———H(e)v,. 7.15
TS (7.15)
Wir kénnen beim Filterkuchen, d.h in der Zone in der v > u, ist, davon
ausgehen, dass der Feststoff sich nicht mehr bewegt. Daraus folgt vs = 0 und
deshalb v, = —vf und ¢ = evg. Eingesetzt in (7.14]) ergibt sich

mq =

op pe H(e)

X g L 7.16

9.~ P e d (7.16)
Der Vergleich mit dem klassischen Resultat

Ip

Mt
L g — 1
92 Ptg k(e)q (7.17)
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liefert H(g) = &2 .
Aquivalent zur Formulierung (ZI7) ist die Gleichung

dp JE

0z
Von der in der Umweltschutztechnik bekannteren Form der Gleichung von
DARcCY:

v (7.18)

oh

bei der ¢ die Geschwindigkeit und h die Piezometerhohe darstellt, kommt
man auch zur hier verwendeten Form. Die Piezometerhche, die definiert ist
als Summe aus der Druckhohe und der geodétischen Hohe

hzi—i—z
Ptg

und der ke-Wert der definiert ist als

ptg
ke = —k(e),
' Lot ()

werden eingesetzt. Daraus folgt
0
g=—"Tpe) > (ﬁ + z) . (7.20)

Mit % =1 ergibt sich

k(f) op  prg
= ——=—— — —k(e). 7.21
0 (€) (7.21)

Aufgelost nach % ergibt sich dann Gleichung (7.17))

dp _ Mt
9, Ptg k(g)Q- (7.22)
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7.3.4 Verkniipfung und Losung der Systeme

Wenn man nun die beiden Gleichungen (T.I0) und (7I7) gegeniiberstellt,
sieht man, dass sie die rechten Seiten an der Grenze zwischen Suspension
und Filterkuchen dquivalent sein miissen, um den Druckverlauf richtig zu
beschreiben. An diesem Ubergang miissen die Gleichungen von umstrémten,
festsitzenden Kugeln (DARCY-Gesetz) und in der Fliissigkeit sinkendem Fest-
stoff sich einander annéhren.

Apgu®(1 —u) jise
—_ = ———; 7.23
o) e (729
Nach f, aufgelost ergibt sich
k(e
for(u) = —%Apgu? (7.24)

Die konstitutive Bezichung k = k(g) bestimmt den Teil der Kynschen Fest-
stoffflussdichtefunktion fiir > u.. An dieser Stelle findet der Ubergang von
der Beschreibung der Sedimentation einer Suspension in eine Filterstromung
statt. Hier wird nun aus zwei Gleichungen eine, die beide Systeme beschreibt
und auch den Ubergang korrekt abbildet.

Die Flufirate ¢ = ¢(t) kann direkt aus den Randbedingungen bestimmt
werden. Dann muf} lediglich eine Feldgleichung

ou 0 9 fox(u)og(u) du

— + = (g()u+ fox(u)) = 5= ( Apgu 0z

ot 0z 0z ) (7.25)

gelost werden, um die Konzentrationsverteilung zu bestimmen. Anschlieffend
kann aus der modifizierten Druckgleichung

op do(u)
5 p(u)g 5,

die Druckverteilung berechnet werden.

(7.26)

7.3.5 Randbedingungen
7.3.5.1 Kinematische Randbedingungen

Kinematische Randbedingungen fiir t > 0:
Die erste Randbedingung folgt daraus, dass die Geschwindigkeit der Suspen-
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sion direkt unterhalb des Kolbens durch die Kolbengeschwindigkeit aufge-
pragt wird:

dh(t)
=q(t) =h(t) = ——.
¢=q(t) =H(t):= —

Direkt oberhalb des Filters (z = 0) ist die Geschwindigkeit des Feststoffs

null, da der Filter den Feststoff zuruckhélt.

0A(u)
0z

Direkt unterhalb des Kolbens ist die Festststoffgeschwindigkeit durch den
Kolben vorgegeben.

(7.27)

Vs|,=0 = 0 fithrt zu (fbk(u) — ) (0,t) = —h'(t)u(0,t). (7.28)

0A(u)
0z

Die beiden letzten Randbedingungen (28)) und (Z29)lassen sich aus der
folgenden Gleichung ableiten:

ol(u) Ou

uvs = qu + f(u) (1 + m%) =qu+ fox(u) —

Vg| .=, = K (t) fiihrt zu <fbk(u) — )(h(t),t> = 0. (7.29)

0A(u)
0z

(7.30)

7.3.5.2 Beziehung Druck-Kolbenhohe

Abhéngig von der Betriebsweise der Drucknutsche wird entweder die Kolben-
bahn und damit die Filtrationsrate oder der angewandte Druck vorgegeben.
Ist der Druck vorgegeben, wird die Kolbenhéhe aus dem Druckgleichgewicht
berechnet. Ist hingegen die Kolbenhéhe vorgegeben muss der jeweils notige
Druck ausgerechnet werden. Zuerst miissen die zwei Gréflen zueinander in
Beziehung gesetzt werden.

Ope

0z

mit dem totalen Druck py(z,t) = p(z,t) + ge(u(z,t)).
Integrieren der Gleichung (Z.31]) iiber z liefert:

= —p(u)g (7.31)

h(t)

p(0,1) = o(t) + g / p(u(€., £))de (7.32)

= 0o(t) + g(mo — pr(ho — h(1))) (7.33)
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wenn o(t) der aufgebrachte Druck des Kolbens ist, der direkt am Kolben dem
totalen Druck entspricht und mg die durch den Behélterquerschnitt geteilte
Systemsausgangsmasse ist. Einsetzen liefert:

o(t) = oe(u(0,)) — g(mo + pe(h(t) — ho)) + p(0,1). (7.34)

Mit dem DARCY-Gesetz kann der Druck p(0,t) berechnet werden. Dabei
werden Variablen direkt oberhalb des Filtermediums mit “0"“ und direkt
unterhalb des Filtermediums mit “0~“ bezeichnet [IJ.

kwOp, _
—ve(07,¢) = Ea_]:(o 1) (7.35)
K _
= 07,%t) — Patm 7.36
ichon (P07, %) = Patm) (7.36)

Der Atmosphérendruck kann als Bezugsdruck zu Null gesetzt werden. Die
Grofle hy, beschreibt die Schichtdicke des Filters, die als sehr klein angesehen
werden kann. Mit den folgenden Gleichungen kann man die Fluidgeschwin-
digkeit durch die Kolbengeschwingigkeit ausdriicken und somit p(0, ¢) aus der
Gleichung eliminieren. Direkt unterhalb des Filters gibt es nur die fliissige
Komponente:

u(07,t) =0 (7.37)
Um die Kontinuitit der Fliissigkeit zu gewéhrleisten, muss gelten:

(1 —u(0%, ) (07, 8) = (1 — u(07, ) (07, 1), (7.38)
oder mit Hilfe der Kolbengeschwindigkeit ausgedriickt:

(1 —u(07,8)ve (07, ) = W (t). (7.39)
Dies fiihrt unter Berticksichtigung von (1.37) zu

ve(07, ) = K (¢). (7.40)
Damit kann nun die Gleichung ((Z.34]) wie folgt formuliert werden:

o(t) = oe(u(0,1)) — g(mo + pe(h(t) — ho)) — p Rl (1), (7.41)

mit Ry, = hy/kn. Diese Gleichung ist nun die Verbindung der Kolbendrucks
und der Filtrationsrate bzw. Kolbengeschwindigkeit.
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7.3.6 Betriebsarten

Es sind, wie oben erwahnt, zwei verschiedene Betriebsarten moglich. Die
mathematisch einfachere der beiden, wie unten ausgefiihrt, dass die Filtra-
tionsrate eine Funktion der Zeit ist, ist gleichzeitig die in der Praxis selten
auftretende. Normalerweise wird der Kolbendruck als u.U. konstante Funk-
tion der Zeit vorgegeben sein.

1. Die Filterrate ist eine vorgegebene Funktion der Zeit

Es ergibt sich ein Anfangs-Randwertproblem.
Die Konzentrationsverteilung kann berechnet werden und anschlieBend kann
der Kolbendruck bestimmt werden.

2. Der Kolbendruck ist eine vorgegebene Funktion der Zeit

Damit muss ein freies Randwertproblem gelGst.
Nun treten die Konzentrationsverteilung und die Filtrationsrate in nichtli-
nearer Form auf, und die Gleichungen miissen simultan gelost werden. Der
obere Rand h(t) ist Teil der Losung. Eine exakte Losung scheidet i.a. aus,
man kann dieses Problem nur numerisch losen.
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7.4 Numerische Simulation

Die Losungen sind aufgrund der Nichtlinearitdt der Gleichungen im allge-
meinen unstetig und miissen deshalb in ihrer schwachen Form interpretiert
werden.

Die konservative Form der Gleichungen und das verwendete “Upwind“-
Verfahren erlauben eine diskrete Entropiebedingung.

Stabile Verfahren miissen nicht notwendigerweise richtig sein, da schwache
Losungen physikalisch nicht relevant sein kénnen.

7.4.1 Modellrechnungen

Die hier gezeigten Ergebnisse zeigen den Vergleich numerischer Simulation
(durchgezogene Linien) mit Experimenten (verschiedene Symbole).

Die Anfangskonzentration betriagt ug = 0,03 bzw. ug = 0, 09.

3) . ‘ . measured height h(t) | ) . g C o
6o = 0.03 001 8 ¢ = 0.09
a2 p=0.
0.08 [ o =102.1kPa e 0.08 | o =102.1kPa
R\ J =150 - 003 J =200
&\,_0.01, 0.020 © 0.029-0.031
006 & - ggd 1 0.06 -
- o
h(t) g
R * 0.275
LXEINNG
00T oo \\* - 0.04 0.091, 0.1,
L 00330\ '\ | 0.5, 02, 025
0.035
0.02 .04, 0.05) : i 0.02 |
0.1, 0.17,2 0f5¢ 0.26 4 0.275 0.29
L e ; ! [ /
I Iy } /
0 0
0 500 1000 1500 ¢[s 2000 0 1000 2000 3000 4000 ¢[s] 5000
b . — b — —
) z[m] g 6o = 0.03 ) Z[m] g aee” 60 =009
0.08 o =102.1kPa | 0.08 o =102.1kPa |
t=0 J =150 t=0 J=200
At =3.33s 5005 Ar=6.11s
006 ff 208 0.06
1000
004} | 2008 1 0.04 F 15005
|4 1
00,1000, ..., 18005 |
: 005 i
002y 4 %8005 4005 20005 002
q 1
0 0

0 01 02  03g[-]04 0 0.1

Abbildung 7.4: a) Isokonzen-
trationslinien b) Konzentrati-
onsprofile

Abbildung 7.5: a) Isokonzen-
trationslinien b) Konzentrati-
onsprofile
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Man sieht in Abb. [[.4h) unten links den Verdiinnungsficher und ganz rechts
eine Kompaktionszone. Die obere Linie zeigt den Verlauf des Kolbens. In
Abb. [[4b) sieht man ebenfalls rechts unten die Kompaktionszone, wihrend
man links das Absinken der Grenzfliche der Klarwasserzone sehen kann. Bei
hoheren Ausgangskonzentrationen Abb. bildet sich kein Verdiinnungsfé-
cher aus, sondern es ergibt sich ein direkter Ubergang von der Ausgangskon-
zentration zum Filterkuchen.

Die Anfangskonzentration betrigt ug = 0,09 und der aufgebrachte Druck
wird schrittweise erhoht.

) Z[m] A 5 = 102.1 kPa ——— 200kPa ——sk—— 300 kPa ——»++400 kPa
0.08 $0=0.09
J =200
Q)
0.06 001 Sz

0.04 SR el
0.091, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25. <3~ ~

#[m]
0.02 $o = 0.09
0.08 J =200
. At =5.06s
0 1000 2000 3000 t[s]
0.06
b) 2[m] [,eeee” T
B 0= 0.09 F
008 | o =200 2100,
[-350s 17 A7 =5.06s 0.04 Fr3500s 1750s 2450,
006 1005 | | (31505 | 14005 28005
}1050s | 2100s 1
o 2450, 2800's 1508, 0.02 } 700 1050s
(1750 | 35005
1 [ /350s
0.02
350s 0 1 L i ! i ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0
0 0.1 0.2 0.3 $[-]04 Pe/0max [~]
Abbildung 7.6: a) Isokonzen- Abbildung 7.7: Poreniiber-
trationslinien b) Konzentrati- druckprofile zu bestimmten
onsprofile Zeiten

Bei einer schrittweisen Druckerhohung treten mehrere Effekte auf. Erstens
nimmt die Filtrationsrate zu, wenn der Druck erhoht wird. Zweitens wird
der Filterkuchen kompaktiert, was bewirkt, dass die Oberfliche des Filter-
kuchens absinkt und die Konzentration direkt oberhalb des Filters steigt.
In Abb. [T.7] sieht man, wie der Poreniiberdruck zunéchst mit jeder Druck-
erhohung ansteigt und dann zuriickgeht, wenn der Filterkuchen ausgepresst
wird.
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Die Anfangskonzentration entspricht der kritischen Konzentration ug =

ue. = 0,25.

2) s

0.08 F0.255) ©

0-26 0.265 0.27 0.275
.28 .285 .29 1295

Rt

0.06

0.04

$o = 0.25
o = 200kPa
J =200

0.02

0 —_—
0 1000 2000 3000 4000 5000 ¢[s] 6000
b
) #[m] 2400 5~3000 s~_3600 5. 4200 5, 48005,
54005,
0.08 6000
1200\ 18005
0.06
6005
0.04 t=0
60 = 0.25
0.02 J =200
o = 200kPa
AT =T75s

0 L L L L L
025 026 027 028 029 03 031 ¢[-]

Abbildung 7.8: a) Isokonzen-
trationslinien b) Konzentrati-
onsprofile
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Abbildung 7.9: Poreniiber-

druckprofile zu bestimmten
Zeiten

Bei einer derart hohen Anfangskonzentration kénnen sich keine Zonen mehr
ausbilden. Der Filterkuchen ist von Anfang an vorhanden und es tritt ledig-
lich eine Kompaktion auf.
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7.5 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden Sedimentation und Filtration zu einer erweiterten
Theorie zusammengefafit. Hierbei entsteht ein zusétzlicher Transportterm
sowie die Verbindungsgleichung zwischen Kolbengeschwindigkeit und aufge-
brachtem Druck.

Der Vorteil einer solchen Formulierung liegt im Losungsverfahren, welches
konservativ ist. Es ist nicht mehr notwendig, die Lage der Grenzflichen zu
verfolgen, sondern sie sind vielmehr Bestandteil der Losung.
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Vortrag 8

Finite Differenzenverfahren

AUSGEARBEITET VON STEFAN BERRES.

In diesem Abschnitt werden finite Differenzenverfahren fiir das Modell-
problem (61) vorgestellt [1, 2].

8.1 Verfahren erster Ordnung

Zur numerischen Losung fithrt man das Gitter (z;,t,) = (jAz, At) mit n =
0,..., N und j € Z ein, bezeichnet mit uj das Zellmittel

J+1/2
uj %/x u(&,t,)dE (8.1)

Jj—1/2

und approximiert die partiellen Ableitungen in (6.1]) durch finite Differenzen,

J J> j—1 "y
+ e

=l ) — fugo ) Al ) — 2A(u)) + A(uly )
At Az (Ax)2 ’

(8.2)

Hierbei bezeichnet f(u,v) einen numerischen FluB, der konsistent zur Fluf-
funktion sein muB, f(u,u) = f(u). Beispiele fiir numerische Fliisse ist der

115
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tipwindFluf f(u,v) = f(u), der Lax-Friedrichs-Fluf}

fu,0) =1/2(f(u) + f(v)) = 1/2N)(v — u) (8.3)

oder der Engquist-Osher-Fluf3

o) = 5 £+ 500+ [ IAolas) (8.4)

= f(0) + /Ou max(f'(s),0)ds + /OU min(f’(s),0)ds, (8.5)

der wegen
Fululy) = f(ul) falls f'(u) > 0 fiir alle u (8.6)
Fuluty) = f(ulyy) falls f/(u) <0 fiir alle u

ein verallgemeinerter Upwind-Fluf} ist. Fiir Flufunktionen mit genau ei-
nem Minimum u,, und ohne lokalem Maximum vereinfacht sich der Enquist-
Osher-Fluf} zu

v fir u < up, v < Uy

fox(v)
FO Jox(w) + fox(v) = fox(um)  fir u > up, v < uy
fo(
Joi(

bk (U, V) = (8.9)

Um) fir u < um,v > Uy

k(u) fir u > Uy, v > Uy,

8.1.1 Verfahren zweiter Ordnung

Ein Verfahren zweiter Ordung

U?H —uj + fEO(U?) - fEO<U?+1) _ Aluj_y) — 24(uj,) + A(uj,)
At Az (Az)’

(8.10)
kann durch lineare Rekonstruktion der Losung

u'(z) = uj + s (v — x;) fir v € (x;_1/2,7j41/2) (8.11)
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und insbesondere

A
uJL = Uy — TIS? (8.12)
A
u? =y + sz? (8.13)
mithilfe der Limiter-Funktion
Y N
"= MM Ll 8.14
% ( Az Az (8.14)
und des Minmod-Limiters
min(a,b)  falls a,b >0
MM(a,b) = ¢ max(a,b) falls a,b <0 (8.15)

0 sonst

konstruiert werden.

8.1.2 Zeitdiskretisierung zweiter Ordnung

Um ein Verfahren zweiter Ordnung zu erhalten, mufl sowohl der rdaumliche
Operator als auch der zweitliche in zweiter Ordnung approximiert werden.

5

. Dazu wird der raumliche Operator .
ou
ot

aus ([6.I) durch L(u) = Z(u) + O(Az?), wie in (8I0) konstruiert, approxi-

miert. Explizite Runge-Kutta-Methoden lassen sich allgemein schreiben als

+ Z(u) =0 (8.16)

u® =u@ + At Z crL(u®™), i=1,....m (8.17)
k=0
W — ) m) et (8.18)

Fiir ein Verfahren zweiter Ordnung hat ein Rung-Kutta-Verfahren expliziter
Art die Form

u = 4@ + At(Lu?) (8.19)

u® =

(u +u) + SALZ (ul?). (8.20)

N —



118 Finite Differenzenverfahren

8.1.3 Eigenschaften des Verfahrens

Da aufgrund der Nichtlinearitit der Fludichtefunktion f(u) sowie der Ent-
artung des Diffusionskoeffizienten a(u) die Losungen von (6.0]) generell un-
stetig sind, miissen Entropielosungen betrachtet werden. Das hier beschrie-
bene Verfahren hat die eingebaute Eigenschaft, diese Unstetigkeiten geeignet
nachzubilden, ohne sie explizit verfolgen zu miissen. Fiir eine groflenerhal-
tende Diskretisierung und der konvektive Flufl durch einen Upwind-Flufl und
der Term zweiter Ordnung zentral diskretisiert. Das Verfahren ist konsistent
wegen fEO(u,u) = f(u) fiir alle v € R. Da das Verfahen erster Ordnung
monoton ist erfiillt es auch die diskrete Entropie-Ungleichung.

8.2 Dimensions-Zerlegung

FEin rdumlich zweidimensionales Problem kann dadurch gelost werden, indem
es auf einem rechteckigen Gitter in zwei eindimensionale Teilprobleme zerlegt
wird, die dann pro Zeitschritt nacheinander gelost werden.

Dazu approximiert man die Anfangsbedingung ug € L'(R?*) U L*(R')

auf den Rechtecken R, := [7;_1/2, Tj11/2) X [Yk—1/2, Ykt1/2)s J=1,..., k=
1,..., K durch stiickweise konstante Anfangswerte
! / (2, y)ded (8.21)
Uj g = uo(x, y)dzdy. .
! AzAy Jg,,

Damit das Verfahren konsistent ist, muf} es in Erhaltungsform

n+1/2 n n n n n
uj,Z 2= wip = My [9(W] s Wr) — 9(uf oy, uie)] (8:22)
At
Ay = — 8.23
n n—+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
ujjcrl = uj,;’c_ /2 - A [g(uj,—l: / 7“;‘11,@ ) — g(“’jj_l,éc 7“]‘; / )}v (8.24)
At
Ap 1= — 8.25
L)

geschrieben werden konnen, die numerischen Fliisse f(u, v) und g(u, v) miiBen
zu den entsprechenden FluBifunktionen f(u) und g(u) konsistent sein (f (u,u) =
f(u), g(u,u) = g(u). AuBerdem mufl das Verfahren mufl monoton sein, also
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in der Form

+1/2
i = G (W15 Wy g Uy (8.26)
+1/2 | ntl/2 | ntl/2
it = H(“?,kfé ST " ;lk+/1 ) (8.27)

darf G, H in seinen Variablen nicht abnehmend sein.

Das grundsétzliche Vorgehen beim Dimensions-Splitting kann man an-
hand linearer Flufifunktionen erkldren. Die lineare Advektionsgleichung in
zwei Raumdimensionen

ou ou ou
— — +b— = b 2
at+“ax+ 3y 0, a,beR (8.28)
wird in die zwei eindimensionalen Probleme
ov ov
U(Z)’J,y,O) = ’LL()(CU,y) (831)
sowie
ow ow
— +b— =0 8.32
o oy (8:32)
v(z,y,0) = v(x,y, At) (8.33)

aufgeteilt. Die Losung von (830), v(x, y, At) = up(z —a, y), und anschlieSend
von ([832), w(x,y, At) = w(x,y—bAt,0) ergibt zusammengesetzt die Losung
von (B28), uo(z — aAt,y — bAt), wie man durch Einsetzen bestéitigen kann.

Dieses Vorgehen 145t sich auf beliebige Flusfunktionen f, g fiir die rdum-
lich zweidimensionale Erhaltungsgleichung

%u + (%f(u) + a% (W) =0, u(-0)=0 (8.34)
verallgemeinern, indem man die beiden Teilschritte

%v + % (v)=0 wv(-0) =1 (8.35)
und

2w + 9 (w)=0, u(,0)=0 w(-0)=nuv(At) (8.36)
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nacheinander 16st. Fiithrt man die Losungsoperatoren S* und SY fiir (835)
und (836) mit den Eigenschaften v(t) = S*(t)up und w(t) = SY(t)v(At),
dann kann die durch den formalen Operator S beschriebene Gesamtlosung
von (834) zum Zeitpunkt 7' := nAt durch n-maliges hintereinanderausfiihren
von S* und SY approximiert werden,

w(T) = S(T)ug =~ [SY(AL)S*(AL)] " ue. (8.37)
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